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VORWORT.

Seit der Einfiihrung der complexen Variablen in die
Functionenlehre und namentlich seit den grossen Schopfun-
gen Riemann’s scheint sich ein Umschwung in der Mathe-
matik vorzubereiten, der zwar zuniichst die reine Mathe-
matik beriihrt, aber wohl auch in nicht ferner Zeit auf die
physikalischen Wissenschaften und die angewandte Mathe-
matik iiberhaupt von Einfluss sein wird. Daher schien es
mir im héchsten Grade wiinschenswerth zu sein, dass diese
Lehren so bald als moglich eine zusammenhingende Dar-
stellung finden mochten. Indem ich nun eine Bearbeitung
wenigstens der Elemente diesér Theorie unternahm, ver-
hehlte ich mir keineswegs die grossen Schwierigkeiten,
welche mit einem solchen Unternehmen verbunden sind;
aber bei der Wichtigkeit der Sache, und weil hier wohl
entschieden ein Bediirfniss vorlag, glaubte ich, dass Zsgern
nicht am Platze sei, und kniipfte zugleich an die Heraus-
gabe dieses Buches die Hoffnung, dass sich durch diesen
ersten Versuch Andere angeregt fiilhlen mochten, dieser Auf-
gabe ihre Krifte zuzuwenden.

Bei der Ausarbeitung habe ich ausser den gedruckten
Abhandlungen Riemann’s, nimlich der Inaugural- Disserta-
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tion: ,Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Func-
tionen einer veriinderlichen complexen Grisse. (Gottingen
1851) und den im 54sten Bande des Crelle’schen Journals
enthaltenen Abhandlungen auch noch zwei Nachschriften
nach Vorlesungen Riemann’s benutzen kénnen. Zwar be-
standen die letzteren nur in mehr oder weniger zusammen-
hingenden Notizen, welche wiihrend der Vorlesung selbst
niedergeschrieben worden waren, sodass sie natiirlich man-
cherlei Liicken enthielten und nur mit Anwendung einer
sorgfiltigen Kritik benutzt werden konnten; durch ausser-
ordentlich schitzbare Andeutungen und Fingerzeige haben
sie mir aber die wesentlichsten Dienste geleistet, und ich
bin meinen beiden Freunden, welche die Giite hatten, sie
mir zum Gebrauche zu iiberlassen, dadurch zu grossem
‘Danke verpflichtet worden. Ausserdem ist auch die In-
augural- Dissertation von Prym: ,,Theoria nova functionum
ultraellipticarum.““ (Berlin 1863) und die in Schlomilch’s Zeit-
schrift fir Mathematik und Physik Jahrg. 8 (1863) enthal-
tene Abhandlung von Roch: ,,Ueber Functionen complexer
Grossen“ benutzt worden. Da mit Ausnahme der Vorar-
beiten von Cauchy und Puiseux fast alles in der vorliegenden
Schrift Dargestellte von Riemann herriihrt, so habe ich es
fiir tberfliissig gehalten, jedesmal die betreffenden Stellen
anzufithren, in der Meinung, dass man dieselben bei dem
dusserlich so geringen Umfange der Riemann’schen Schrif-
ten mit leichter Miihe aufzufinden im Stande sein wird.

In Beziehung auf die Anordnung des Stoffes glaube
ich wegen zweier Stellen etwas bemerken zu miissen. Die
erste bildet den § 21. Man bedarf zur Entwickelung der
allgemeinen Eigenschaften der Functionen eigentlich nur
des Satzes, dass wenn eine Function ¢ (z) in einem Puncte
a so unendlich wird, dass (z — @) @ (z) sich einem end-
lichen Grenzwerthe p nihert, das um diesen Punct genom-
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mene Integral [o(z) dz=2xip ist. Da es mir aber
schien, dass es fiir den Leser von Interesse sein miisste,
gleich hier zu erfahren, was sich iiber das erwihnte In-
tegral sagen lisst, wenn es um einen Verzweigungspunct
genommen wird, so habe ich, obgleich die vollstindige Be-
stimmung der Werthe von Integralen, welche sich auf ge-
schlossene Linien erstrecken, erst viel spiiter erledigt wer-
den kann, doch jene Betrachtung gleich im § 21 ange-
schlossen. Die zweite Bemerkung bezieht sich auf Ab-
schnitt V. In diesem ist der Logarithmus und die Expo-
nentialfunction behandelt. Nun war es allerdings nothwen-
dig, an dieser Stelle etwas iiber den Logarithmus zu sagen,
weil spiter von dessen Eigenschaften Gebrauch gemacht
wird, indessen hitte dies ziemlich kurz abgemacht werden
konnen. Es schien mir aber zweckmissiger, diesen Ab-
schnitt etwas vollstindiger zu behandeln, obgleich dadurch
den Betrachtungen iiber Querschnitte und Periodicitéitsmo-
duln vorgegriffen wird, einmal, weil dadurch die Natur jener
beiden Functionen in ein viel helleres Licht tritt, und dann,
weil diese’ specielle Untersuchung gerade geeignet erscheint,
fiir jene spiteren Betrachtungen die Vorstellungen zu fixi-
ren. Man wird es ferner, wie ich hoffe, billigen, dass ich
in einem Buche dieser Art nicht die volle Allgemeinheit
habe walten lassen, wie sie bei Riemann herrscht. So ist
z. B. nirgend von den hebbaren Unstetigkeiten die Rede,
und auch im Abschnitt XI habe ich mich nur auf die Fille
beschrinkt, in denen der reelle Theil einer Function ent-
weder lings der Begrenzung einer Fliche constant ist,
oder sich stetig lings derselben #ndert. Ich meine, dass
solche Beschrinkungen fiir das Verstindniss nur fordernd
sein konnen. /

Es bleibt mir nur iibrig, das Buch der wohlwollenden
Nachsicht der Kenner zu empfehlen und den Wunsch aus-
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zusprechen, es mochte dasselbe der Lehre von den Func-
tionen complexer Variablen einige Freunde gewinnen. Sollte
dies gelingen, so wiirde ich glauben diirfen, dass meine
Arbeit nicht ganz iiberfliissig war.

Prag, den 10. October 1864.

H. Durége.
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Die Verfolgung der allmiligen Entwickelung der Lehre von
den imaginaren Grossen bietet besonders deswegen ein grosses
Interesse dar, weil man hier noch deutlich erkennen kann, mit
welchen Schwierigkeiten die Einfihrung neuer, vorher nicht be-
kannter, oder wenigstens nicht hinreichend gelaufiger Begriffe
verbunden ist. Die Zeiten, in welchen die negativen, gebroche-
nen und irrationalen Grdssen in die Mathematik eingefilhrt wur-
den, liegen ups.so ferne, dass wir uns von den Schwierigkeiten,
welche auch die Einfibrung dieser Begriffe fraher gehabt haben
mag, keine rechte Vorstellung mehr machen kdnnen. Ausserdem
ist die Erkenntniss des Wesens der imaginiren Grossen auch wie-
der rackwiarts fir die Erkenntniss der negativen, gebrochenen
und irrationalen .Grossen lehrreich geworden, da ein gemeinsames
Band alle diese Grassen umschlingt.

Bei den alteren Mathematikern herrschte fast durchgingig
die Ansicht, dass die imaginiren Gréssen unmoglich seien. Man
" begegnet beim Durchblattern alterer mathematischer Schriften
immer wieder dem Ausspruche, dass das Auftreten imaginirer
Grossen keine andre Bedeutung habe, als die, die Unmdglichkeit
oder Unlosbarkeit einer Aufgabe darzuthun, dass diese Grdssen
keinen Sinn hitten, dass man sich ihrer aber bisweilen mit
Nutzen bedienen konne, obgleich die Form der Resultate dann
nur eine symbolische sei. In dieser Beziehung ist es interessant,
den Entwickelungsgang Cauchy’s zu beobachten. Dieser grosse
Mathematiker ist neben unserem ,, Princeps mathematicorum *
Gauss, welcher zuerst und wohl schon sehr friihe die hohe Be-

- deutung der imaginiren Grdssen far alle Theile der Mathematik
Durége, Funct, compl, Var. 1
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erkannte, als Schopfer der Lehre von den Functionen imaginirer
Variabeln zu betrachten. Gleichwohl schloss er sich sowohl in
seiner ,,algebraischen Analysis*, als auch in den , Exer-
cices vom Jahre 1844 noch ganz der Ansicht der ilteren Ma-

thematiker an. Es heisst dort an einer Stelle®): ,Toute équa-.

tion imaginaire n’est autre chose que la réprésentation symbo-
ligue de deux équations entre quantités reéelles. L’emploi des
expressions imaginaires, en permettant de remplacer deux équa-
tions par une seule, offre souvent le moyen de simplifier les
calculs et d’écrire sous une forme abrégée des résultats fort com-
pliqués. Tel est méme le motif principal pour lequel on doit
continuer a se servir de ces expressions, qui prises i la lettre
et interprétées d’aprés les conventions généralement établies, ne
signifient rien et n’ont pas de sens. Le signe J/—1 n'est en
quelque sorte qu'un outil, un instrument de calcul, qui peut étre
employé avec succés dans un grand nombre de cas pour rendre
beaucoup plus simples non- seulement les formules analytiques,
mais encore les méthodes a I'aide desquelles on parvient a les
établir.« .

Die imaginiren Grossen wurden von.- den italienischen Al-
gebraikern des 16ten Jahrhunderts in die Mathematik eingefiihrt,
und sind wahrscheinlich zuerst von Cardano**) erwihnt worden,
der sie aber verwirft, weil sie weder positiv noch negativ, und
daber von keinem Nutzen seien. Albert Girard***) neunnt sie
quantiteés enveloppees. Der Name unmdgliche, eingebildete oder
imaginare Grossen findet sich zuerst in der im Jahre 1673 ge-
druckten Algebra von Wallis.

Bei diesen alteren Mathematikern und noch viel spater blieb

nun, wie bemerkt, die Ansicht herrschend, dass die imaginaren -

Grossen in der That unmaoglich seien, dass ibnen wirklich keine
Existenz zuzuschreiben sei, und dass ihr Auftreten bei der versuchten
Losung einer Aufgabe lediglich die Unmaglichkeit der Losung mani-
festire. Sie wurden fast nur in einer der mathematischen Disci-
plinen unbeschr:‘a.nkt mit bericksichtigt, namlich in der Lehre von

*) Cauchy, Exercices d’analyse et de physique mathématique. Tome
III. p. 361.
" *¥) Artis magnae sive de regulis Algebrae liber unus. 1545.
**%) Invention nouvelle en Algébre. 1629,
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den algebraischen Gleichungen; hier war es viel zu wichtig, zu-
gleich auf alle Wurzeln Ricksicht zu nehmen, als dass das Ima-
ginarwerden der letzteren den Untersuchungen hatte Stillstand
gebieten konnen. Einzelne Minner, die, wie es scheint, sich mit
einer gewissen Vorliebe den imaginiren Grossen zuwandten, wie
de Moivre, Johann Bernowlli, die beiden Fagnano, d Alembers,
Euler fanden allmalig die diesen Grossen innewohnenden ausge-
zeichneten Eigenschaften auf und bildeten ihre Lehre immer mehr
und mehr aus. Doch wurden diese Untersuchungen im Ganzen
mehr fir wissenschaftliche Spielereien, fir blosse Curiosa ange-
sehen, und man legte ihnen nur in so fern Werth bei, als sie
miitzliche Halfsmittel fur andere Untersuchungen darboten. Es
hat aber auch nicht an solchen gefehlt, welche die imaginiren
Grossen wegen ihrer vermeintlichen Unmaoglichkeit nirgend ange-
wendet wissen wollten. ¥)

Die Ansicht von der Unmaoglichkeit der imaginiren Grossen
ist eigentlich von einem Verkennen des Wesens der negativen,
gebrochenen und irrationalen Grossen ausgegangen. Da namlich
die Anwendung dieser mathematischen Begriffe auf Geometrie,
Mechanik, Physik und zum Theil selbst im hiirgerlichen Leben.
sich so leicht und so von selbst darbot, ja ohne Zweifel in vielen
Fallen die Veranlassung zur Untersuchung dieser Grossen wurde,
so kam es, dass man in irgend einer dieser Anwendungen das
wahre Wesen dieser Begriffe und ihre wahre Stellung im Gebiete
der Mathematik zu finden glaubte. Bei den imaginiren Grossen
lag nun eine solche Anwendung nicht so nahe, und wegen der
mangelnden Kenntniss derselben glaubte man die imaginiren
Grossen in das Reich der Unmaoglichkeit verweisen, ihre Existenz
bezweifeln zu miissen. Dabei liess man aber ausser Acht, dass
die reine Mathematik, die Wissenschaft der Addition, so wichtig
auch ihre Anwendungen sind, doch an und fir sich mit den letz-
teren nichts zu thun hat, dass ihre durch eine vollstandige und
widerspruchsfreie Definition eingefihrten Begriffe in der Defini-

*) Aussi a-t-on vu quelques géométres d’un rang distingué ne point
gofiter ce genre de calcul, non qu’ils doutassent de la justesse de son
résultat, mais parce qu'il paraissait y avoir une sorte d’'inconvenance
4 employer des expressions de ce genre qui n’ont jamais servi qu'a
annoncer une absurdité dans I'énoncé d’un probléme. Montucla, Histoire
des mathématiques. Tome III. p. 283.

1*
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tion selber ihre Existenz begriinden, und dass ihre Satze wahr
sind, gleich viel, ob man von ihnen eine Anwendung machen
kann oder nicht. Ob und wann dieser oder jener Salz eine An-
wendung finden wird, lasst sich oft nicht vorherbestimmen, und
gerade die heutige Zeit ist ja reich genng an Beispielen, dass sich
die wichtigsten, selbst tief in das Leben der Volker eingreifenden
Anwendungen an Satze gekniipft haben, dei deren Entdeckung man
sicherlich keine Ahnung von diesen Folgen hatte. So stark war
aber allmilig der Glaube an die Unmaoglichkeit der imaginaren
Grossen geworden, dass als seit der Mitte des vorigen Jahrhun-
derts die Idee auftauchte, die imaginiren Grossen geometrisch
darzustellen*), man nun umgekehrt aus der vermeintlichen Un-
moglichkeit derselben auch die Unmaglichkeit, sie geometrisch
darzustellen, folgerte.**) .

Um die Stellung, welche die imaginiren Grossen im Gebiete
der reinen Mathematik einnehmen, zu erkennen, und um einzu-
sehen, dass sie mit den negativen, gebrochenen und irrationalen
Grossen durchaus auf eine Linie zu stellen sind, miissen wir etwas
zuriickgreifen.

Die ersten mathematischen Begriffe, die sich unmittelbar aus
der Grundoperation der Mathematik, der Addition, ergeben, sind
diejenigen, die man nach dem heutigen Sprachgebrauche positive
ganze Zahlen nennt. Geht man von der Addition zu ihrer Umkeh-
rung, der Subtraction, uber, so stellt sich alsbald die Nothwen-

*) Der erste Versuch, die imagindiren Grossen geometrisch darzu-
stellen, wurde von Kithn im Jahre 1750 gemacht. (Meditationes de
quantitatibus imaginariis construendis et radicibus imagi-
nariis exhibendis. Novi commentarii Acad. Petrop. III ad 1750 et
1751). Obgleich Montucla (Histoire des Mathématiques. Tome III.
p- 30) meint, es sei nicht der Miihe werth, diese Abhandlung zu lesen,
so ist neben manchem Unrichtigen doch die Idee darin schon ausgespro-
chen, dass man unter al/—1 eine Gerade zu verstehen habe , welche
auf der Geraden a senkrecht steht und mit ihr gleiche Liénge hat. Uebri-
gens scheint Kiikn ein sonderbarer Kauz gewesen zu sein. Wenigstens
theilt Montucla (a. a. O.) einige hiochst eigenthiimliche Ansichten des-

selben mit. Wenn aber Jemand in der damaligen Zeit auf die Idee

kommen konnte, die fiir unmoglich gehaltenen imagindren Gréssen geo-
metrisch darstellen zu wollen, so wire es nicht zu verwundern, wenn
er ein Mann war, der am Sonderbaren Geschmack fand.

**) Foncenex, Reflexions sur les quantités imaginaires. Miscellanea
Taurinensia, Tom. I. p. 122.
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digkeit ein, neue mathematische Begriffe einzufiihren. Sobald
namlich die Aufgabe entsteht, eine grdssere Zahl von einer klei-
néren zu subtrahiren, so kann dieselbe nicht mehr durch eine
positive ganze Zahl gelost werden. Auf einem Standpunkte, auf
dem man nur positive ganze Zahlen kennt, hat man daher die
Alternative, entweder eine solche Aufgabe als unmdglich, als un-
Iésbar zu bezeichnen, und damit dem Fortschritt der Wissenschaft
nach dieser Richtung hin eine Schranke zu setzen, oder aber die
Maglichkeit der Auflosung jener Aufgaben dadurch herbeizufiih-
ren, dass man solche mathematischen Begriffe, welche die Auf-
gabe zu ldsen vermogen, als neue Begriffe einfihrt. Auf diese
Weise entstehen durch die Subtraction die negativen Grossen als
Differenzen zunachst zweier positiver ganzer Zahlen, von denen
der Subtrahendus grosser ist, als der Minuendus. Jhre Existenz
und Bedeutung fiir die reine Mathematik ist dann nicht etwa in
einem Gegensatze zwischen Rechts und Links, Vorwirts und Riick-
warts, Bejahung und Verneinung, Vermdgen und Schulden oder in
irgend einer ihrer mannigfaltigen Anwendungen begriindet, sow-
dern lediglich in der Definition, durch welche sie eingefiihrt werden.

Wenngleich nun aber in rein begrifflicher Beziehung in den
negativen Grossen nichts Unmaogliches liegt, so kann es sich doch
ereignen, dass durch das Auftreten von negativen Grossen die
Unmaoglichkeit oder Unldsbarkeit einer Aufgabe angezeigt wird,
namlich dann, wenn die Natur der Aufgabe zu ihrer Losung noth-
wendig positive Grossen erfordert. Ist z. B. .folgende Aufgabe
gestellt: Man soll 6 Kugeln so in zwei Urnen vertheilen, dass
sich in der einen 8 mehr befinden, als in der andern, so ist
darin folgende rein mathematische Aufgabe enthalten: zwei Zah-
len zu finden, deren Summe gleich 6 und deren Differenz gleich
8 sei. Wird nun nur verlangt,-dass diese Zahlen mathematische
Begriffe seien, ohne dieselben auf eine besondere Art von mathe-
matischen Begriffen zu beschrinken, und sind ferner vorher die
negativen Grossen durch ibre Definition begrifflich festgestellt wor-
den, so liegt die Losbarkeit der rein mathematischen Aufgabe auf
der Hand; wie Jeder sieht, sind die positive Zahl 7 und die nega-
tive Zabl —1 diejenigen Grossen, welche der Aufgabe geniigen.
Nichts desto weniger ist die urspriinglich gestellte Aufgabe zu
losen unméglich, denn in derselben wird verlangt, dass jede der
.gesuchten Zahlen eine Anzahl bedeuten soll, also nothwendig posi-
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tiv sein muss. Lige nun die Unméglichkeit nicht so offen da,
wie bei diesem einfachen Beispiele, so wiirde das Auftreten der
negativen Zabl — 1 die Unlésbarkeit der Aufgabe zu Tage bringen.

Ganz dieselben Umstinde treten nun bei jeder andern in-
directen Operation auf's Neue ein. Die nichste indirecte Ope-
ration ist die Division. Stellt man die Aufgabe, eine ganze Zahl
in eine andere zu dividiren, welche nicht ein Vielfaches der
ersteren ist, so entsteht die Unméglichkeit, diese Aufgabe durch
positive oder negative ganze Zahlen zu losen. Der Fortschritt
der Wissenschaft erfordert also wieder, die Maglichkeit der
Lésung dadurch herbeizufihren,  dass man die dazu ndthigen
Grossen einfihrt und begrifflich feststellt. Diese neuen Be-
grifie sind hier die rationalen Briiche. Aber auch hier kann
der Fall eintreten, dass das Auftreten derselben die Unmaglich-
keit ‘der Losung einer Aufgabe kundgiebt, nimlich wiederum
dann, wenn die Natur der Aufgabe die Losung durch die neuen
Begriffe nicht gestattet. Als ein Beispiel diene folgende Aufgabe:
Durch ein in einer Maschine oder einem Uhrwerke befindliches
Rad, welches 100 Zihne besitzt und in der Minute einmal um-
lauft, soll unmittelbar ein anderes Rad so in Bewegung gesetzt
werden, dass dieses 12 Mal in der Minute umlauft; man fragt,
wie viele Zahne man dem letzteren Rade geben muss. Die hier
zu Grunde liegende rein mathematische Aufgabe besteht einfach
darin, 100 durch 12 zu dividiren, und sind die Briiche einmal
begrifflich festgestellt worden, so hat die Auflosung keine Schwie-
rigkeit, sie liefert 8!/,. Das Auftreten dieses Bruches aber zeigt
zugleich die Unmaglichkeit an, die urspriinglich gestellte Aufgabe
zu losen, da die zu bestimmende Anzahl der Zihne des zweiten
Rades eine ganze Zahl sein muss.

Die dritte indirecte Operation ist die Wurzelausziehung.
Setzt man

1"/ a=uzx,
wo n eine positive ganze Zahl bedeute, so ist die Aufgabe, eine
dieser Gleichung entsprechende Grosse x zu finden, durch ganze
Zahlen oder rationale Briiche nicht mehr losbar, sobald & nicht
die nte Potenz e¢iner solchen Grosse ist. In diesem Falle tritt
also wieder die Nothwendigkeit ein, die Aufgabe durch Einfiih-
rung neuer Begriffe 1osbar zu machen. Ist nun entweder @ po-
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sitiv, oder wenn @ negativ ist, » eine ungerade Zahl, so sind die
neu einzufithrenden Begriffe die irrationalen Grossen; ist aber a
negativ und zugleich n eine gerade Zahl, so entstehen als neue
Begriffe die imaginiren Gréssen. Es liegt nun ebenso wenig die
Unmoglichkeit vor, diese letzteren begrifflich festzustellen, wie die
irrationalen Gréssen oder wie friher die rationalen Briiche und
die negativen Grossen, denn bei keiner der hier aufzustellenden
Definitionen stosst man auf einen inneren Widerspruch. Wenn
ein solcher eintrate, wenn Eigenschaften mit einander in Verbin-
dung gesetzt wiirden, von denen bewiesen werden kann, dass sie
nicht mit einander bestehen kénnen, dann allerdings hatte man
es wirklich mit etwas Unmdglichem zu thun. Gauss*) fabrt als
ein Beispiel einer solchen Unmaglichkeit ein ebenes rechtwinkliges
gleichseitiges Dreieck an. In der That wird bewiesen, dass ein
ebenes gleichseitiges Dreieck nicht zugleich rechtwinklig sein
kann. Hier lage also wirklich etwas Unmadgliches vor.

Wenn nun schon das_Auftreten von negativen Grossen oder
von Briichen bisweilen die Unmoglichkeit einer Aufgabe kund
giebt, so ist leicht begreiflich, dass diese auch durch imaginare
Grossen angezeigt werden kann, wie in folgendem Beispiel: Eine
gegebene Gerade von der Linge 2 soll in zwei solche Theile ge-
theilt werden, dass das aus ihnen gebildete Rechteck den Inhalt
4 habe. Der rein mathematische Inhalt dieser Aufgabe ist, zwei
Zahlen zu finden, deren Summe gleich 2, und deren Product
gleich 4 ist. Wird nun nur verlangt, dass diese Zahlen mathe-
matische Groéssen seien, ohne naher anzugeben, welcher Art sie
sein sollen, so hat die Auflosung, nachdem die imaginaren Grossen
einmal begrifflich festgestellt worden sind, keine Schwierigkeit.
Sie fabrt auf die Auflosung der quadratischen Gleichung

*—2x+4=0, ’
deren Wurzeln die imaginaren Zahlen
147 —3 und 1—)—3
sind. Nimmt man aber auf die urspringliche Aufgabe Riicksicht,
wonach die gesuchten Grossen Theile einer geraden Linie bedeu-
ten sollen und daher rcelle Gréssen sein miissen, dann ist die

*) Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam
rationalem integram unius variabilis in factores reales primi vel se-
cundi gradus resolvi posse. (Inaug. Diss.) pag. 4. Note.
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Aufgabe zu losen ugmoglich, weil das grosste aus zweien Theilen
der Linie 2 gebildete Rechteck den Inhalt 1 hat, und daher keines
den Inhalt 4 haben kann; und diese Unmoglichkeit wird hier
durch das Auftreten imaginirer Grossen angezeigt. Montucla®)
hat dies namliche Beispiel als Beleg fir die Ansicht gewahlt, dass
in der Unmoglichkeit einer Aufgabe uberhaupt die Bedeutung und
Entstehung der imaginaren Grossen zu suchen sei, indem sie dann
auftriten, wenn man eine Aufgabe stelle, welche eine unmadgliche
oder absurde Forderung enthalte. Wir haben gesehen, dass ganz
dasselbe auch von den negativen Grossen und den Briichen be-
hauptet werden kdnnte, und die Worlte: ,,Ainsi toutes les fois que
la résolution d’un probléme conduit a de semblables expressions
et que parmi les différentes valeurs de I'inconnue il n’y en a que
de telles, le probléme, ou pour mieux dire, ce qu'on demande est
impossible.“ und weiterhin: ,Le probléme, qui conduirait &4 une
pareille équation, serait impossible ou ne présenterait qu'une de-
mande absurde“ lassen sich fast wortlich auf die beiden friher
angefilirten Beispiele anwenden, in denen die Unmoglichkeit der
Aufgabe durch eine negative Zahl und durch einen Bruch ange-
zeigt wurde. 4

Aus den vorigen Erorterungen erhellt, dass die imaginaren,
die irrationalen, die rational gebrochenen und die negativen Grés-
sen eine gemeinsame Entstehungsarl haben, nimlich durch die

indirecten Operationen, bei welchen ihre Einfithrung durch den

Fortschritt der Wissenschaft nothwendig gemacht wird. Sie alle
finden ihre Existenz in ihrer Definition begrindet, welche bei
keiner etwas Unmaogliches in sich schliesst; bei allen aber kann
es Fille geben, wo ibr Auftreten wegen der besonderen Natur
der Aufgabe die Unméglichkeit diese zu lésen kund giebt.

Ehe wir nun zu unserem eigentlichen Gegenstande ubert-
gehen, sei noch eine Bemerkung iiber das Rechnen mit den ima-
ginaren Grossen erlaubt. Auch hier kénnen wir wieder an die
ihnen verwandten Grossen ankniipfen. Jedesmal, wenn in die
Mathematik ein peuer Begriff eingefithrt wird, ist es an und far
sich in vieler Beziehung eine Sache der Willkiir, in welcher
Weise man die Operationen, denen man die friheren Begriffe
unterwirft, auf den neuen Begriff ubertragen will. Nachdem z. B.

*) Histoire des mathématiques. Tome III. pag. 27.



Einleitung. 9

die Definition der Potenzen mit ganzen positiven Exponenten aus
der wiederholten Multiplication einer Grésse mit sich selber her-
geleitet ist, entsteht die Frage, was man unter einer Potenz mit
einem negativen Exponenten zu verstehen habe. An und fir sich
ist dieses ganz willkirlich, indem es nichts giebt, was uns zwingt,
etwas Bestimmtes darunter zu verstehen. Allein, wenn man hier
und in allen aholichen Fillen ganz willkiirlich verfahren wire
und sich nicht an eine bestimmte Norm gebunden hitte, so wiirde
das mathematische Gebaude gewiss eine seltsame, die Uebersicht
gewaltig erschwerende Gestalt erhalten haben. Die dussere Con-
sequenz und die harmonische Uebereinstimmung in allen ihren
Theilen verdankt die Mathematik der Befolgung des Grundsatzes,
dass man jedesmal, wenn man einen neu eingefithrten Begriff
den friher bekannt gewordenen Operationen unterwirft, die von
diesen Operationen geltenden Hauptsatze auch dann noch als fort-
bestehend annimmt, wenn man jene auf die neuen Begriffe uber-
tragt. Diese an und fir sich willkirliche Annahme ist so lange
zu machen erlaubt, als daraus nicht Widerspriiche entstehen.
Wenn nun dieser Grundsatz befolgt wird, dann sind die Defini-
tionen, von denen oben die Rede war, nicht mehr willkirlich,
sondern ergeben sich als- nothwendige Folge jenes Grundsatzes.
Bei den Potenzen wird z. B. bewiesen, dass, wenn m und n zwei
positive ganze Zahlen sind, und m > n angenommen wird,

a_” — ™"
a
ist. Nun wird willkiirlich festgesetzt, dass dieser Satz auch dann
noch richtig bleibe, wenn m < n, also m—n = — p eine nega-
tive Zahl ist; und dann folgt, dass man .
—p 1
a =—

a
zu setzen habe, wodurch die Bedeutung einer Potenz mit einem
negativen Exponenten nun bestimmt festgestellt ist.

Dass der obige Grundsatz, trotzdem dass seine Annahme
durchaus nicht nothwendig, sondern willkirlich ist, fir die Mathe-
matik die grosste Wichtigkeit besitzt, bedarf wohl keiner naheren
Auseinandersetzung. Man braucht sich nur zu vergegenwirtigen,
wie das System der Mathematik beschaffen sein wirde, wenn
jener Grundsatz nicht befolgt wire, um sofort zu erkennen, welqhe
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Unterscheidungen man bei jedem Schritte za machen gezwungen
wire, und wie schwerfillig alsdann der Gang der Beweise sein
wirde. Die durch diesen Grundsatz herbeigefithrte in weiter
Ausdehnung stattfindende Allgemeingiiltigkeit der mathematischen
Satze lasst auch eine andre Erscheinung in der Geschichte der
Mathematik begreifen, nimlich die eine Zeit lang so weit aus-
einandergehenden Ansichten iiber die Bedeutung der divergenten
.Reihen. Da man gewohnt war, fast alle mathematischen Sitze
als allgemein giltig zu betrachten, so bedurfte es lingerer Zeit,
bis die Ueberzeugung durchdrang, dass bei den Reihenentwicke-
lungen die Resultate nur unter gewissen beschrinkenden {Bedin-
gungen Geltung haben, und dass uberhaupt bei der Einfihrung
des Unendlichen in die Mathematik jener Grundsatz nicht so
unbedingt zur Anwendung gebracht werden darf, wie sonst.
Bei der Uebertragung der mathematischen Operationen auf
die imaginiren Grdssen findet nun aber der obige Grundsatz volle
Anwendung, und es ist vollstindig nachgewiesen, dass dabei kei-
nerlei Widerspriiche eintreten. Es liegt nicht in der Absicht,
diesen Nachweis hier zu wiederholen; erwihnt mag aber wer-
den, dass jener Grundsatz, obwohl sonst stets befolgt, doch ge-
rade bei den imagindren Grossen nicht von jeher und allgemein
anerkannt wurde. Noch zu Euler’s Zeit waren die Mathematiker
gar nicht dariber einig, was man unter dem Product zweier
Quadratwurzeln aus negativen Grdssen zu verstehen habe. Euler
selbst setzte obigem Grundsatze gemiss, und wie jetzl allgemein
angenommen wird, wenn ¢ und b zwei positive Grossen bedeuten,

V—a.V—b=ya,
also das Product dieser beiden imaginiren Grossen einer reellen
Grosse gleich. Dies wurde aber nicht allgemein anerkannt, viel-
mehr glaubte Emerson, ein englischer Mathematiker, dass man
annehmen miisse, es sei

V—a.Vy—b= Y — ab,
weil es absurd sei, anzunehmen, dass das Product zweier unmog-
licher Grdssen nicht auch unmoglich sei; und Hutfon sagt in
seinem mathematischen Worterbuche*), dass zu seiner Zeit die
Ansichten der Mathematiker hieriber ziemlich gleich getheilt seien.

*) Hutton, Mathematical dictionary. 1796.

* . 0%
*
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Eine der bemerkenswerthen Eigenschaften, welche die ima-
ginaren Grossen besitzen, ist die, dass man alle auf eine einzige,
namlich auf die Grésse ’—1 zuriickfihren kann, fir welche Gauss
den jetzt allgemein gebrauchlichen Buchstaben ¢ eingefiihrt hat.*)
Mittelst derselben lasst sich ferner jede imaginire Grésse z auf
die Form

z2=x + 1ty

bringen, in welcher x und y reelle Grossen bedeuten. Eine Grosse
von dieser Form hat Gauss eine complexe Grosse genannt, **)
indem er diesen Namen der allgemeinen Bedeutung, wonach der-
selbe eine irgend wie aus ungleichartigen Theilen zusammenge-
setzte Grosse bezeichnete, und in dieser Bedeutung friher hie
und da angewendet wurde, entkleidete und ihn zur Bezeichnung
der besonderen ungleichartigen Zusammensetzung verwendete, bei
welcher eine Grosse aus einem reellen und einem imaginiren
Theile, die durch Addition verbunden sind, besteht.

Die complexen Gréssen umfassen zugleich die reellen mit,
namlich in dem Falle, dass die reelle Grosse y den Werth Null
hat. Wenn dagegen die andre reelle Grosse x gleich Null ist,
also z die Form

z=1y
hat, pflegt man die complexe Grosse rein imaginar zu nennen.

Wenn in der Grosse z =— x <4 #y die beiden reellen Grassen
x und y, oder mindestens eine von ihnen, verinderlich ist, so
nennt man z eine complexe verdnderliche Grosse. Damit
eine solche den Werth Null erhalte, ist erforderlich, dass beide
reelle Grossen x und y zugleich verschwinden, weil es nicht mog-
lich ist, dass sich die beiden ungleichartigen Grossen, die reelle,
x, und die imaginire, #y, gegenseitig aufheben. Dagegen genigt
es zum Unendlichwerden der complexen Grosse z, wenn nur einer
ihrer beiden reellen Bestandtheile, x oder y, unendlich wird.
Ebenso tritt in z eine andere Unterbrechung der Stetigkeit ein,
sobald nur eine der reellen Grossen x oder y eine solche er-
leidet. So lange aber x und y beide sich stetig dndern, nennt
man auch z eine stetig veranderliche complexe Grésse.

*) Die erste Stelle, in welcher diese Bezeichnung angewendet ist,
findet sich: Disquisitiones arithmeticae. Sect. VII. Art. 337.

*%) Theoria residuorum biquadraticorum, Comment. societatis Got-
tingensis. Vol. VII (ad 1828—32) pag. 96.




12  Abschn. I. Geometr. Darstellung d. imaginiren Grdssen. § 1.

Schon die Betrachtung der reellen Verinderlichen und ihrer
Functionen wird durch die geometrische Darstellung derselben
wesentlich erleichtert und anschaulich gemacht. Dies ist nun in
erhohtem Maasse bei den complexen Veranderlichen der Fall;
daher wollen wir uns zuerst mit der Art und Weise beschaftigen,
wie man imaginiare Grossen bildlich darstellen kann.

Erster Abschnitt. _

Geometrische Darstellung der imagindren Grossen.

, § 1

Um sich von einer reellen verinderlichen Grdsse ein geo-
metrisches Bild zu machen, denkt man sich bekanntlich einen
Punct, der sich auf einer geraden Linie bewegt. Auf derselben,
die wir die x-Axe oder auch die Haupt-Axe nennen wollen, nimmt
man einen festen Punct o (den Nullpunct) an und stelit den Werth
einer veranderlichen Grosse x durch den Abstand op eines auf
der z-Axe liegenden Punctes p vom Nullpuncte o dar. Dabei
nimmt man zugleich auf die Richtung, in welcher die Strecke op
von o aus gerechnet liegt, Ricksicht, indem ein positiver Werth
von x durch eine Strecke op nach der einen Seite (etwa nach
rechts, wenn man sich die x-Axe horizontal liegend denkt), ein
negativer Werth von 2 dagegen durch eine Strecke 5 nach der
andern Seite (nach links) reprasentirt wird. Wenn nun x seinen
Werth andert, so indert sich auch die Strecke op, indem der
Punct p seine Lage auf der x-Axe dndert. Man kann daher ent-
weder sagen, dass durch jeden Werth von x die Lage eines
Punctes p auf der z-Axe gegeben ist, oder dass durch ihn die
Lange einer begrenzten Geraden in einer von zwei einander di-
rect entgegengesetzten Richtungen bestimmt wird.

Eine complexe verinderliche Grosse z — x 4 dy hingt nun
von zwei ganzlich von einander unabhingigen reellen Verander-
lichen x und y ab. Zur geometrischen Verbildlichung einer com-
plexen Grosse wird daher ein Gebiet einer Dimension, eine ge-
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rade Linie, nicht mehr ausreichen, sondern es wird dazu eines
Gebietes von zwei Dimensionen, einer Ebene, bedirfen. Man
kann nun die Art der Veridnderlichkeit einer complexen Grosse
dadurch wiedergeben, dass man annimmt, es werde durch einen
complexen Werth z—ua + ¢y ein Punkt p der Ebene in der Weise
bestimmt, dass seine rechtwinkligen Coordinaten in Bezug auf
zwei in der Ebene fest angenommene Coordinaten-Axen die Werthe
der reellen Grossen x und y haben. Zuerst namlich schliesst
diese Darstellungsweise die der reellen Veranderlichen in sich,
denn sobald z reell, also y = 0 ist, liegt der darstellende Punct
p auf der z-Axe. Es konnen sich ferner die Coordinaten des
Punctes p gerade wie die veranderlichen Gréssen x und y, jede
von der anderen ganz unabhingig andern, sodass der Punct p
seine Lage in der Ebene nach allen Richtungen hin indern kann.
Es kann auch eine der beiden Gréssen x und y constant bleiben,
" wahrend nur die andere ihren Werth indert, in diesem Falle
wiicde der Punct p eine der x- oder der y-Axe parallele Gerade
beschreiben. Endlich ist auch umgekebrt fiar jeden Punct der
Ebene der zugehdrige Werth von z vollstindig bestimmt, da durch
die Lage des Punctes p seine heiden rechtwinkligen Coordinaten,
also auch die Werthe von x und- y gegeben sind.

Statt die Lage des die Grosse z darstellenden Punctes durch
rechtwinklige Coordinaten = und y zu bestimmen, kaon dies auch
durch Polarcoordinaten geschehn. Setzt man namlich

x=rcosq y =r sin @,
so folgt

’ z=r (cos ¢ + 7sin @),

Alsdann giebt die reelle und stets positiv zu nehmende Grosse r,
welche der Modul der complexen Grosse z genannt wird, die
absolute Liange der Strecke op (Fig. 1), Fig. 1.

und @ die Neigung derselben gegen die
Hauptaxe an. Man kann daher auch sagen,
dass eine complexe Grosse r (cos p-+7sin @)
eine gerade Linie ihrer Lange und
Richtung nach darstellt, namlich eine
gerade Linie, deren Lange — r ist, und

die mit der Hauptaxe einen Winkel — ¢ ¢ K

bildet. Die von diesem Winkel, also von der Richtung allein
abhingige Grosse
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) cos @ 4 ising
pflegt dann der Richtungscoefficient der complexen Grasse
z genannt zu werden.

Ebenso wie beliebig liegende begrenzte gerade Linien ohne
Ricksicht auf ihre Richtung und Lage in der Ebene, oder hoch-
stens mit Beriicksichtigung von einander direct entgegengesetzten
Richtungen durch reelle Zahlen ausgedrickt werden, so kénnen
nun durch complexe Zahlen gerade Linien ausgedriickt werden,
welche sowohl ibrer Linge als ‘auch “ihrer Richtung nach be-
stimmt sind, auf deren Lage in der Ebene es aber weiter nicht
ankommt. Zwei begrenzte gerade Linien in einer Ebene unter-
scheiden sich nimlich eigentlich vollstandig in drei Sticken, in
ihrer Lange, ihrer Richtung und ihrer Lage, d. h. der Lage des-
jenigen Punctes, von welchem man die Strecke als beginnend
annimmt. Man kann nun aber von zweien dieser Unterschei-
dungsmerkmale abstrahiren und zwei Strecken als gleich betrach- -
ten, wenn sie nur gleiche Linge haben; dies geschieht bei der
Darstellung der Strecken durch reelle Grossen. Bei der Darstel-
lung durch complexe Grossen aber abstrahirt man nur von dem -
dritten Unterscheidungsmerkmal, der Lage, und nennt zwei Stre-
cken dann und nur dann gleich, wenn sie sowohl gleiche Liange
als auch gleiche Richtung haben.

Da der Modul einer complexen Grosse die absolute Lange
der geraden Linie angiebt, welche jene Grosse reprasentirt, so
ist derselbe dem absoluten Werthe einer negativen Grosse amalog
und dient als Maass bei der Vergleichung complexer Grassen
unter einander.

§ 2.

Die Eigenschaft complexer Grossen, dass eine Verbindung
zweier oder mebrerer derselben durch mathematische Operationen
immer wieder auf eine complexe Grosse fihrt, hat zur Folge,
- dass wenn man gegebene complexe Grossen durch Puncte. darstellt,
das Resultat ihrer Verbindung sich wieder durch einen Punct
darstellen lisst. Wir wollen nun im Folgenden die vier ersten
algebraischen Operationen, die Addition, Subtraction, Multiplication
und Division durchgehen und untersuchen, wie sich die aus die-
sen hervorgehenden Puncte geometrisch finden lassen. Dabei
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sollen die einzelnen Puncte immer mit denselben Buchstaben be-
zeichnet werden, wie die durch sie dargestellten complexen
Grossen; der Nullpunct, welcher den Werth Null darstellt, werde
mit o bezeichnet.

1. Addition.

Sind '
u=2x +iyund v=2a + iy
zwei complexe Grossen, und bezeichnet man mit w ihre Summe,
so ist
w=ut+v=+2)+ily+7y).
Der Punct w hat also die Coordinaten  + &' und y + y’. Dar-
aus folgt, dass er der vierte Eckpunct des Parallelogramms ist,
das aus den Seiten oy und o» gebildet werden kann, oder dass
durch die Grasse ¥ + v die Diagonale o» dieses Parallelogramms
nach Grosse und Richtung dargestellt wird (Fig. 2). Da die Ge-
raden sy und oy gleich und direct Fig. 2.
parallel sind, und daher ww eben- w-wto
falls durch die complexe Grasse v
dargestellt wird, so gelangt man
za dem namlichen Puncte w, wenn
man an den Endpunct » der ersten
Geraden, oy, die zweite oy in ihrer
gegebenen Richtung und Lange
anfiigt. Diese Art der Zusammen-
setzung oder geometrischen Addition gerader Linien ist
auch unabhingig von der Betrachtung imaginarer Grdssen von
Mobius*) angewendet worden. Die Summe u <+ v ist hiernach
die dritte Seile eines Dreiecks, dessen andere Seilen durch % und
v dargestellt werden. Da nun in jedem Dreiecke eine Seite klei-
ner ist, als die Summe der beiden andern, und die Lingen der
Seiten durch die Moduln der complexen Grdssen apgegeben wer-
den, so folgt der Satz: dass der Modul der Summe zweier com-
plexer. Grossen immer kleiner ist, als die Summe ihrer einzelnen
Moduln:

mod (u +'v) < mod » + mod v.

-*) Siehe u. a. Mibius, Die Elemente der Mechanik des Himmels.
Leipzig 1843. pag. 4. )
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Die complexe Grosse z = x 4 iy erscheint selbst unter der

. Form einer Summe aus der reellen Grosse x und der rein ima-

gindren #y; da erstere einen Punct der x-Axe, letztere einen Punct

- der y-Axe darstellt, so ist z wirklich der vierte Eckpunct des

Rechtecks, dessen Seiten von der Abscisse x und der Ordinate y
des Punctes z gebildet werden.

2. Subtraction.

Die Subtraction zweier Puncte ergiebt sich leicht aus der
Addition; denn soll
' w=u—v
sein, so folgt
u=—v 4 w;
also muss der Punct w’ so liegen, dass 5u die Diagonale des aus
ov und o’ gebildeten Parallelogramms wird (Fig. 2). Demnach
Fig. 2. erhalt man w’, wenn man o der
72-%*% Geraden y gleich und direct pa-
rallel zieht. Da es nun wieder
auf die Lage einer Geraden nicht
4 ankommt, sondern nur auf ihre
Linge und Richtung, so stellt die
Differenz 4 — v die Gerade v
- ihrer Lange und Richtung nach
(namlich von v nach u) dar. Die
Construction zeigt, dass » in der Mitte der Geraden o liegt.
Nun folgt aber aus
w=u-<v

2

’
w=u—v

+w
2 ’

Sv

U=

also bildet ein Punct w':w immer den Mittelpunct der Verbin-

dungslinie der Puncte w und '

Fillt der Punct » mit dem Nullpunct zusammen, d. h. ist
u=—20, so wird w' = — v. In diesem Falle hat man von o aus
eine der Geraden yo in Richtung und Liange gleiche Gerade zu
ziechen, und daber liegt der Punct — » dem Puncte v diametral
gegenitber und in gleicher Entfernung vom Nullpuncte wie der
letztere.

Die Subtraction bietet ein Mittel dar, Puncte auf einen an-
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dern Nullpunct zu beziehen. Denn es leuchtet ein, dass ein Punct
z zu einem Puncte a gerade so liegt, wie z—a. gegen den Null-
punct (Fig. 3). Setzt man dann

z—a=r (cos ¢ + isin @),
so bedeutet » die Entfernung Fig. 3
az, und @ die Neigung der Ge- )

raden oz gegen die Hauptaxe. /

Die Einfihrung von 2’ =z—a @
oder die Substitution von z 4@ &
fir z verlegt also den Nullpunct 0/ <

nach a, ohne jedoch die Rich-
tung der Hauptaxe zu andern.

8. Multiplication.

Wir benulzen hier den Ausdruck der complexen Grassen
durch Polarcoordinaten. Seien ’

u==r (cos ¢ + isin ¢) und v =7 (cos ¢’ + i sin ¢’
zwei durch ihre Polarcoordinaten gegebene Puncte, und w ihr
Product, so ist

‘w=wuv=rr (cos (p 4+ @) + isin (p + ¢).
Demnach bildet der Radius Vector von w mit der Hauptaxe den
Winkel @ + @', und seine Liange ist gleich dem Product der
Zahlen r und 7, welche die Langen der Radien Vectoren von u
und v angeben. Hieraus geht hervor, dass die Lage des Punctes
w oder uw.v wesentlich von der als Langeneinheit angenommenen
Geraden abhingt, wahrend die Lage von % 4+ v und ¥ — » von
dieser Langeneinheit unabhangig ist. Dies liegt auch ganz in
der Natur der Sache, denn vergrdossert man in u und v die Lan-
geneinheit in dem Verhiltnisse von 1 zu @, wo @ irgend eine
reelle Zahl bedeute, so werden die Radien Vectoren von u 4 v
und v — v in demselben Verhaltnisse vergrossert, der Radius
Vector . von u.v dagegen im Verhaltnisse von 1 zu g2 Man nehme
daher auf der positiven Seite der Hauptaxe einen Punct 1 so
liegend an, dass 51 gleich der angenommenen Lingeneinheit ist
(Fig. 4). Da alsdann aus der Gleichung
ow =717
die Proportion
1:r=7":0w
oder
Durége, Funct. compl, Var. 2
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ol :ou==ov:ow
folgt, und ausserdem
L vow = 1ou

ist, so ist die Lage des Punctes w dadurch zu construiren, dass

man die Dreiecke vow und 1lou gleichstimmig ahnlich macht.
Statt dessen konnte man npatiirlich auch die Dreiecke wow und
lov gleichstimmig ahnlich machen, was sich analytisch dadurch
manifestirt, dass man in dem Product u.v die Factoren mit ein-
ander vertauschen kann. Aus der Gleichung
w=uy
kann man ebenfalls eine Proportion ziehen, nimlich
' 1:u=v:w;

daher stehen die Geraden o1, oz, ov, ow, auch wenn man ihre
Richtung beriicksichtigt, in Proportion. In Verbindung mit dem
Vorigen ergiebt sich aber hieraus, dass wenn gerade Linien nicht
bloss in Riicksicht ihrer Linge, sondern auch in Riicksicht ihrer
Richtung mit einander verglichen werden, zwei Paare solcher Ge-
raden dann und nur dann in Proportion stehen, wenn sie nicht
bloss ihrer Lange nach proportional sind, sondern auch paar-
weise gleiche Winkel einschliessen; oder mit andern Worten,
wenn sie entsprechende Seiten zweier gleichstimmig ahnlicher
Dreiecke sind. Beriicksichtigt man nun dieses Erforderniss, so

Fig. 4. kann die zuletzt aufgestellte Pro-
/ portion dazu dienen, um auf die
”‘ einfachste Weise zu finden, welche
N\ Dreiecke man einander ahnlich zu
NN machen habe.
\t\}\\‘;\ Ist in dem Product w.v der
N\ . = eine der beiden Factoren reell,

N z. B. v, und bezeichnen wir ihn
\ in diesem Falle durch e, so liegt

\T 7 2  der Punct « auf der Hauptaxe, und
. daher ergiebt die vorher angege-
bene Construction, dass der Punct

/ a.u auf der Geraden o liegt und

zwar so, dass sein Radius Vector

das a-fache des Radius Vectors von u ist.
Hiernach ist die geometrische Bedeutung der Multiplication
folgende: Wird eine Grosse u mit einer reellen Grosse ¢ multi-
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plicirt, so wird dadurch nur der Radius Vector von u im Ver-
haltnisse von 1 zu « vergrdssert; wird aber u mit einer com-
plexen Grosse » multiplicirt, so wird der Radius Vector von u
nicht bloss im Verhaltnisse von 1 zu mod v vergrdssert, sondern
auch zugleich um den Neigungswinkel von v nach der Richtung
gedreht, nach welcher die Neigungswinkel wachsen.

4. Division.

Diese -erledigt sich unmittelbar durch die vorigen Ergebnisse.
Denn soll
- w} — 3_[-
v
sein, so zieht man hieraus die Proportion
1:w=v:u
und hat daher die Dreiecke 10w’ und vou gleichstimmig ahnlich
zu machen (Fig. 4). Die geometrische Ausfihrung der Division
_ von u durch » besteht also darin, dass der Radius Vector van
im Verhiltnisse von 1 zu mod v verkleinert und zugleich um den
Neigungswinkel von v nach der Richtung gedreht wird, nach
welcher die Neigungswinkel abnehmen. _ ' '
Wir wenden nun die vorigen Betrachtungen noch auf zwei
Aufgaben an, die uns im Spateren von Nutzen sein werden.
Erstens. Seien z, z” und @ drei gegebene Grossen, also
auch drei gegebene Puncle; man soll einen vierten Punct w so
bestimmen, dass

’
zZ—2

w =

. z— a .
ist (Fig. 5). Setzt man 2’ —z =wu, z— g =, so findet man
zuerst die Puncte % und », indem man o gleich und parallel z7,
und 5y gleich und parallel 2 zieht. Fig. 5.

4

Nun ist w = % oder 1: w—v:u;
daher erhalt man w, wenn man

A4 10w ~ vou Ny
macht. Hieraus kann nun auch # «
ein Ausdruck fir die Grosse w
abgeleitet werden, der aus den
Seiten zz und zz und dem Winkel o 7
azz des Dreieckes azz' gebildet ist. Bezeichnet man namlich
diesen Winkel mit «, so ist

Q%
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Fig. 5. L 10w — vou — 180° —a.
& Ferner ist
\ — m =
oW — — — —»
ov a<

»

<.y folglich ist der Modul von w gleich

=z

=—, und der Bichmngscoel'ﬁ'ciem

— s

\

az
gleich (— cos @ + i sina), und
man hat

w= = {—cos @ 4 isin a).

az

In dem speciellen Falle, dass = senkrecht auf -z steht, ist
a =— 90° und dann erhalt man

‘o —i = .
ac
Zweitens: In welcher Beziechung stehen zwei Mal drei Puncte
z, 2% 2" und w, w, w”, wenn zwischen ihnen die Gleichung

’ ’
z—z w — W

T —z IO —w
besteht? ’l-‘ig 6). Man hat hier unmittelbar die Proportion
Z—z:—z=w'—w: w—w;
und da die Differenzen die Abstinde
Fig. 6. der entsprechenden Puncte in Bezug
- auf Linge und Richtung bedeuten,
é 4 so folgt augenblicklich,’ ‘dass die
»Z Dreiecke
z Xz: » 222" und w ww”
gleichstimmig ahnlich sind.
0 Wir brechen diese Betrachtungen
’ hier ab, indem wir die Construction
der Potenzen als fiir unsere Zwecke nicht nothwendig ubergehen.
Bei reellen ganzen Exponenten ergiebt sich dieselbe iibrigens un-
. mittelbar aus einer wiederholten Anwendung der Multiplication.®)
Nur eine Bemerkung mdge hier noch Platz finden. Wenn man
irgend eine analytische Beziehung zwischen beliebigen Grassen

*) Fiir beliebige Potenzen mége auf einen Aufsatz: ,,Ueber die
geometrische Darstellung der Werthe einer Potenz mit complexer Basis
und complexem Exponenten‘‘ (Schlomilch’s Zeitschrift fiir Mathematik
und Physik Bd. V. pag. 345.) verwiesen werden.
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hat und die auf beiden Seiten der Gleichung vorkommenden ana-
lytischen Operationen geometrisch ausfiihrt, so wird man durch
zwei verschiedene Constructionen zu dem namlichen Puncte ge-
filhrt. Daher ist in jeder analytischen Gleichung zugleich ein
geometrischer Satz enthalten. So iberzeugt man sich z. B. leicht,
dass die Identitat

udv ©—v
7 =Vt
den Satz liefert, dass die Diagonalen eines Parallelogramms sich

gegenseilig halbiren.®)

S 3 .

Die besprochene Art, complexe Werthe durch Puncte in einer
Ebene geometrisch darzustellen, gewahrt nun auch ein anschau-
liches Bild von einer complexen stetig veranderlichen Grosse.
Denkt man sich nimlich eine Reihe stetig auf einander folgender
Werthe von z — x <+ iy, also auch eine Reihe stetig auf einander
folgender und zusammengehoriger Werthenpaare von « und y, und
stellt jeden Werth von 2z durch einen Punct dar, so werden diese
Puncte ebenfalls eine stetige Aufeinanderfolge, d. h. in ihrer Ge-
sammtheit eine Linie bilden. Wenn daher die Variable z sich
stetig andert, so beschreibt der darstellende Punct z eine unun-
terbrochene Linie. Da sich dabei die reellen Verinderlichen x
und y jede ganz unabhingig von der andern andern kénnen, so
kann auch der darstellende Punct z jede beliebige Linie beschrei-
ben. Hierbei verdient besonders hervorgehoben zu werden, dass
es zur Stetigkeit der Veranderung von z durchaus nicht noth-
wendig ist, dass die von dem darstellenden Puncte beschriebene
Linie eine nach einem und demselben mathematischen Gesetze
fortgehende Curve sei, d. h., dass die ganz beliebige Beziehung,
in welcher  und y an jeder Stelle zu einander stehen miissen,
immer durch dieselbe Gleichung (oder Gberhaupt durch eine solche)
ausdriickbar sei. Damit die Verinderung von z stetig vor sich
gehe, ist nur erforderlich, dass die Linie einen ununterbrochenen

*) Ueber die weitere Ausfiihrung der hiermit zusammenhingenden
Betrachtnngen sei auf die bemerkenswerthe Abhandlung von Siebeck:
Ueber die graphische Darstellung imaginérér Functionen. (Crelle’s Journ,
Bd. 55. pag. 221) verwiesen.
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Zug bilde. Einige Beispiele mogen dies erliutern. Denken wir
uns, die Veranderliche z beginne ihre Verinderung mit dem
Werthe z = 0 und gelange, nachdem sie eine Reihe von Wer-
then durchlaufen hat, zu einem reellen positiven Werthe a, wel-
cher durch den Punct a (Fig. 7) auf der z-Axe dargestellt wer-
den moge, indem die Entfernung
oz =a sei. Nun kann die Ver-
inderliche z (so driicken wir uns
kurz aus, amstatt zu sagen: der
bewegliche Punct, welcher den
o %@ ;@ a jedesmaligen Werth der Variablen
z darstellt) auf sehr verschiedenen
Wegen von o nach a gelangen. Erstlich kann sie zwischen o
und & nur reelle Werthe annehmen; dann bleibt y constant = 0,
und x wichst von (0 bis a. Die Variable beschreibt die Gerade
oa.. Lweitens durchlaufe die Variable z die aus drei Seiten eines
Rechtecks bestehende gebrochene Linie 0BCa, bei welcher 0B=0
sei. Dann ist « von o bis B constant = 0, und y wachst von
0 bis b, sodass in B, z=1ib ist; alsdann bleibt y auf dem er-
langten Werthe b stehn, und & wichst von Q bis &, sodass z in C
den Werth a + ib erlangt; endlich bleibt von C bis a4 nun x
constant = @, und y nimmt von b bis 0 ab. Drittens maige
die Variable 2z zuerst auf der Hauptaxe von o bis {a gehen und
dann einen um den Punct ¢ als Mittelpunct mit- einem Radius
= }a beschriebenen Halbkreis durchlaufen. Wir zeigen an die-
sem Beispiele zugleich die Verlegung des Nullpuncts. Wegen der
um den Punct 3 a beschriebenen Kreisbewegung wird namlich
der Gang der reellen Variabeln einfacher, wenn man setat
2 —3}a=27=r (cos @ + isin g).
Alsdann werden die Radien Vectoren von dem Puncte }a aus
gerechnet. Nun ist im Nullpuncte z == (, also 2'= — 4a, und
daher 7 = $a, ¢ = m. Auf dem Wege von o bis }a bleibt
dann @ constant = #, und 7 nimmt von $a bis }a ab, so dass
beim Beginn des Kreises 2= — }a, und daher z =} a ist.
Beim Durchlaufen des Kreises bleibt nun r constant = }a, und
¢ nimmt von 7z bis 0 ab, sodass in ¢, 2= + }a, also z=2¢
ist. Hierbei haben wir angenommen und werden dasselbe auch
in Zukunft immer thun, dass der Neigungswinkel ¢ einer com-
plexen Grosse von der Richtung der posiliven xz-Axe nach der

Fig. 7.
B (4
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der positiven y-Axe hin wachse, und wir werden diese Richtung
die Richtung der wachsenden Winkel nennen.

Man sieht aus diesen Beispielen, dass zwischen einer veran-
derlichen Grosse, welche nur reelle Werthe annehmen darf, und
einer solchen, der man auch imaginire Werthe anzunehmen ge-
stattet, ein sehr wesentlicher Unterschied staltfindet. Wahrend
durch zwei bestimmte Werthe einer reellen Variablen die Reihe der
dazwischen liegenden Werthe, welche die Verinderliche anneh-
men muss, um von dem ersten zum zweiten Werthe zu gelangen,
schon mit bestimmt ist, ist dies bei einer complexen Verander-
lichen keineswegs der Fall, vielmehr giebt es uneéndlich viele
Reihen stetig auf einander folgender Werthe, welche von einem
bestimmten Werthe einer complexen Variablen. zu einem andern
bestimmten Werthe hinfilhren. Geometrisch ausgedriickt kann
man sagen: eine reelle Verinderliche kann nur auf einem einzi-
gen Wege von einem Puncte zu einem andern gelangen, namlich
nur auf dem zwischen denselben enthaltenen Sticke der Haupt-
axe. Eine complexe Variable dagegen kann man, selbst wenn
Anfangs- und Endwerth reell sind, aus der Hauptaxe heraustreten,
und auf unendlich vielen verschiedenen Linien oder Wegen von
einem Puncte zum andern gehen lassen. Wenn Anfangs- und
Endwerth, oder nur einer von beiden, complex sind, so gilt na-
tirlich dasselbe; auch dann kann die Variabele beliebige Wege
einschlagen, um von dem einen Puncte zum andern zu gelangen.

Zweiter Abschnitt.

Von den Functionen einer complexen Variabelen im
Allgemeinen,

§ 4

Indem wir nun zu der Betrachtung von Functionen einer
complexen Variablen ibergehn, kniipfen wir zwar zunichst an
den aus den Elementen bekannten Begriff einer Function von
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einer veranderlichen Grosse an, wonach darunter irgend ein Aus-
druck verstanden wird, welcher durch mathematische Operationen,
die mit der Variablen vorgenommen werden, gebildet ist; werden
aber dann diesen Begriff einer Erweiterung zu unterwerfen haben.
In friherer Zeit bezeichnete man mit dem Worte: Function einer
Grosse, nur das, was wir jetzt eine Potenz nennen. Erst seit
Johann Bernoulli wurde diese Benennung in der erweiterten Be-
deutung angewendet, dass damit nicht bloss die Potenzirung, son-
dern jede beliebige mathematische Operation oder jede Combina-
tion letzterer bezeichnet wird. In neuerer Zeit ist es pun aber
nothig geworden, den Begriff Function aufs Neue zu erweitern
und von der Existenz eines mathematischen Ausdrucks fir die-
selbe zu abstrahiren. Wenn man nimlich eine Variable durch
eine andere ausgedriickt hat, sodass die erstere eine Function der
letzteren ist, so zeigt sich als das Wesentliche der Verbindung
beider, dass jedem Werthe der einen ein Werth (oder auch mebh-
rere Werthe) der andern entspricht. Diese Zusammengehdorigkeit
der Werthe der Function einerseits und der unabhingigen Va-
riablen andererseits ist es nun, die man vorzugsweise im Auge
behalt. Sie ist es auch, die iberall da hervortritt, wo wir die
Abhangigkeit einer Grdsse von einer andern erkennen, ohne je-
doch im Stande zu sein, das Gesetz dieser Abhingigkeit durch
einen mathematischen Ausdruck wiederzugeben. So kennt man,
um an ein bekanntes Beispiel zu erinnern, die Abhéngigkeit der
Spannung des gesattigten Wasserdampfes von seiner Temperatur
vollstindig in der Weise, dass man nach den Beobachtungen und
den danach construirten Tabellen innerhalb gewisser Grenzen fiir
jeden Werth der Temperatur des Dampfes seine Spannung ange-
ben kann. Allein eine aus der Theorie abgeleitete Formel, mit-
telst welcher man fir eine gegebene Temperatur die Spannung
berechnen konnte, besitzen wir nicbt. Trotz des Fehlens eines
solchen mathematischen Ausdrucks st man aber doch berechtigt,
die Spannung als eine Function der Temperatur zu betrachten,
weil zu jedem Werthe der letzteren ein Werth der ersteren ge-
hort. Aehnlich verhalt es sich mit den algebraischen Functionen
im allgemeinen Sinne, d. h. mit den Functionen, welche dadurch
entstehen, dass eine Variable mit einer andern durch eine al-
gebraische Gleichung verbunden ist. Man kann die Gleichungen
hoherer Grade bekanntlich nicht allgemein auflésen, und daher
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die eine Variable nicht durch die andre ausdriicken. Da man
aber weiss, dass zu jedem Werthe derselben eine bestimmte An-
zahl von Werthen der ersteren zugehéren, so kann man die erstere
als Function der letzteren betrachten. Dazu kommt noch, dass
die Functionen, mdogen sie mathematisch ausdrickbar sein oder
nicht, eine, meistens sehr geringe, Anzahl charakteristischer Eigen-
schaften besitzen, durch die sie vollstindig, oder doch bis auf
einen constanten Factor oder eine additive Constante bestimmt
sind. Man kann daher dann den Ausdruck der Function durch
die charakteristischen Eigenschaften derselben ersetzen.

Denkt man sich nun eine Function innerhalb eines gewissen
Intervalles der Werthe der unabhingigen Variablen nur dadurch
bestimmt, dass zu jedem Werthe der letzteren der zugehorige
Werth der ersteren gegeben oder willkirlich angenommen ist,
jedoch so, dass im Allgemeinen stetigen Aenderungen der Variablen
auch stetige Aenderungen der Function entsprechen, so tritt ein
Unterschied ein, je nachdem der Variablen in dem gegebenen
Intervalle nur reelle Werthe zuertheilt, oder auch complexe Werthe
mit in den Kreis der Betrachtung gezogen werden. Im ersteren
Falle, wenn die Variable nur reelle Werthe annimmt, kann man
in der That die Werthe der Function, welche denen der Variablen
zugehoren sollen, ganz willkirlich wihlen, und die einen den
andern nach der Steligkeit entsprechen lassen. Man kann dann
auch immer einen fir das betreffende Intervall giltigen analyti-
schen Ausdruck fir die Function finden, welcher die Werthe der
letzteren darstellt; namlich, wenn dies nicht auf andere Weise
moglich sein sollte, so gelingt es doch stets mittelst der Reihen,
die nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen eines Bogens
fortschreiten. Bekanntlich ist dies sogar dann noch maglich,
wenn die Function an einzelnen Stellen Unterbrechungen der Ste-
tigkeit erleidet. Wenn nun aber complexe Werthe der Variablen
mit in Betracht kommen, dann steht es nicht mehr frei, eine
Reihe stetiger complexer Werthe willkiirlich zu wahlen und diese
als die Werthe einer Function anzusehen, welche einer stetigen
Werthenreihe einer complexen Variablen zugehéren, Es tritt
hier nimlich der besondere Umstand ein, dass wenn auch in
einer complexen Variablen w — u» + #v die Gréssen % und v
Functionen von den reellen Bestandtheilen & und y der Variablen
z2=2x + iy sind, doch deswegen w noch nicht eine Function
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von z zu sein braucht. Dieser Umstand soll zunichst im folgen-
den § etwas naher erortert werden.

§ 5.

Nehmen wir zuerst an, es liege als Function der complexen
Variablen z = x + iy ein Ausdruck vor; dann kann dieser wie-
der auf die Form einer complexen Grésse, also auf die Form

w=u-+w

gebracht werden, worin  und v reelle Functionen von x und y
bedeuten. Allein nun ist nicht auch umgekehrt jeder Ausdruck
von der letzteren Form zugleich eine Function von 2z; denn dazu
ist erforderlich, dass in u + #v die reellen Variabeln & und y so
enthalten sind, dass sje nur in der bestimmten Verbindung x + #&
darin vorkommen. Es leuchtet ein, dass man leicht Functionen
von x und y bilden kann, in denen dies nicht der Fall ist, z. B.
x—1dy, 2+ y* 2x + iy. Dies sind wohl Functionen von x
und y, aber nicht von = + #y; es sind wohl complexe Func-
tionen, aber nicht Functionen einer complexen Va-
riablen, Begriffe, die hiernach wohl unterschieden werden miis-
sen. Demnach entsteht die Aufgabe, zu untersuchen, welchen Be-
dingungen ein gegebener Ausdruck w — u 4+ ¢, worin » und »
reelle Functionen von & und y bedeuten, geniigen muss, damit der-
selbe eine Function von z = 2 + #y sei. Um diese Bedingungen
zu finden, differentiire man w« partiell nach « und y; dann ist,
wenn w zunachst Function von z sein soll,

ow __ dw 0z
ox  dz ox
ow __ dw 0z
Oy dz 0y’
oder da :
0z 0z __ .
,5;z=1 rogy =1
ist,
ow __ dw 3w_ dw
ox ~ & oy ‘@

Daher erhalt man als nothwendige Bedingung dafir, dass w Func-
tion von z sei, die Gleichung
o0 _ ;o
=ig.
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Umgekehrt kann leicht gezeigt werden, dass diese Bedingung auch

hinreichend ist, dass namlich eine Function w ven z und y,

welche dieser Gleichung geniigt, auch immer eine Function von
z ist. Substituirt man in dem vollstindigen Differential,

__ 0w ow

dw = P dx + P dy

den Werth z’ statt ow so erhilt man

ox oy’
ow .
dw=9;‘(dm + idy)
_ow
= dz.
Eliminirt man aber vor der Differentiation mit Hilfe der Glei-
chung 2z = x + iy die Variable & aus der Function w, und un-

terscheidet die nach der Elimination gebildeten partiellen Diffe-
rentialquotienten nach y und z von den vorigen durch Klam-

mern, 8o ist
dw = (?&) dy + (31) dz,
0y 0z
also wenn man diesen Ausdruck fiir dw von dem vorigen sub-
trahirt,

0= —) == () w

Da nun aber dy und dz ganz von einander unabhangig sind, so

muss einzeln
( — owY
s oW ) —
0z

sein. Daraus folgt, dass w mach der Elimination von x auch die
Variable y nicht mehr enthalt, sondern eine Function von z allein

ist. In der That ist nun (a“’) mit dz glelchbedeutend also wie

oben E— ::g: Demnach ist die obloe Gleichung
o _ ;0w
dy = ox

die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass w Func-
tion von x 4 #y ist. Hieraus ergeben sich auch Bedingungsglei-
chungen fir die beiden reellen Theile ¥ und ». Substituirt man
pamlich ¥ 4 # fiir w, so erhalt man

o . .
a—y+8é?l—l a—'c+ta_m
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und dann durch Sonderung des Reellen vom Imaginiren

2) u_ o u_ o

ox~ oy °’ oy oz
Endlich kann man auch fiir jede dieser Functionen allein eine
Bedingungsgleichung herstellen. Denn differentiirt man die vori-
gen Gleichungen noch einmal partiell nach x und y und elimi-
nirt einmal », das andere Mal %, so erhilt man
2, 2,

3) a;+gyf—0 unda"+a,—0,
sodass keine der beiden Functionen # und v willkiirlich ist, son-
dern jede der namlichen partiellen Differentialgleichung genii-
gen muss.

$ 6.

Bleiben wir noch bei der Vofaussetzung stehen, dass die
Function % durch einen Ausdruck gegeben sei, so lisst sich nun
aus den Gleichungen (2) noch eine wichtige Folgerung ziehen.

Einer Aenderung dz von z entspricht die Aenderung — dz von w.

Fihrt man daonn in der derivirten Function E die Gréssen u, v
und z, y ein, so erhalt man
ou
do __ dutide _ 3 oz + d-'/ +i awd‘”'*‘ dy)
dz detidy dz +idy

Nun kann aber, wenn die Variable z durch einen Punct in der
zy-Ebene dargestellt wird, dieser Punct seine Lage in jeder be-
liebigen Richtung andern, und das Differential dz = dx + i dy
stellt die unendlich kleine gerade Linie, die die Ortsveranderung
von z angiebt, nach Grésse und Richtung dar. Diese unendlich
kleine Gerade kann also von z aus nach jeder beliebigen Rich-

tung gezogen werden. Nun zeigt aber der vorige Ausdruck, dass

;7'” von dz picht unabhingig ist, sondern seinen Werth mit der

Richtung von dz indert. Um dies noch deutlicher hervortreten
zu lassen, wollen wir in dem vorigen Ausdrucke das Differential-

verhaltniss %’ einfithren, welches eben die Richtung von dz an-

giebt. Durch Division mit dx im Zahler und Nenner erhalt
- man dann .
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ou ou dy . 0y oOv dy
@_3m+3;dx+’ 3x+51_/d;
dz . dy
1415
woraus hervorgeht, dass “% seinen Werth in der That mit dem
Werthe von %’: andert, wenn zwischen den vier Differentialquo-
o u v '

tienten -, ~—, -—,
ox’ 0y’ ox’ oy
tigt man nun aber die Gleichungen (2) und eliminirt mit Hilfe
Ou ov =

= und =—, so erhalt man

A

u . 0V .

dw s tin)(+id e

N = T o
dx

dann also wird %"L unabhangig von ‘% und daher auch von dz.
Wenn also w eine Function der complexen Variablen
dw
dz
dz und hat fir jede Richtung dieser unendlich klei-
nen Ortsverianderung denselben Werth. Nennt man die
verschiedenen Wege, welche die Variable z bei ihrer Aenderung
einschlagen kann, die Arten der Veranderung, so kann man sagen,
dass die Derivirte von der Art, in welcher die Variable z sich
verandert, unabhdngig ist. Bei einer Function von einer reellen
Variablen kommt die Verinderung der Variablen selbst nicht in
Betracht, weil diese Veranderung eben nur auf eine einzige Art
vor sich -gehen<kann. Bei Functionen einer complexen Variablen
dagegen spielt gerade die Verschiedenartigkeit, mit der die Va-
riable sich verindern kann, eine grosse Rolle, und daher ist der
gefundene Satz, dass die Derivirte einer Function «einer com-
plexen Variablen von der Art der Veranderung der Variablen un-
abhangig ist, von grosser Wichtigkeit. Auch wird erst dadurch,

keine Beziehungen stattfinden. Beriicksich-

derselben z. B.

z=ux + iy ist, so ist die Derivirte unabhingig von

dass %’" von dz vollstindig, d. h. sowobl von der Lange als auch

von der Richtung dieser unendlich kleinen Geraden unabhingig
ist, der Begriff der derivirten Function in der Weise zu einem
bestimmten, wie er es bei reellen Variablen ist.

" Bis jetzt haben wir angenommen, dass die Function % durch
einen mathematischen Ausdruck von z gegeben sei. Lassen wir

(4)
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nun diese Voraussetzung fallen und nehmen wir vielmehr an, dass
innerhalb eines gewissen Gebietes zu jedem Werth der Variablen
z der Werth der Function w bekannt sei, welcher sich mit =
im Allgemeinen stelig indere, so werden wir, damit auch die
Derivirte der Function w einen bestimmten Sinn habe, noch die
Forderung hinzufiigen miissen, dass dieselbe von dem Differential
dz unabhangig sei. Die Erfillung dieser Forderung ist dann
aber wieder hinreichend, um w als Function von x 4 é& zu cha-
rakterisiren; denn aus ihr folgen wieder unsere fritheren Bedin-

gungen (1), (2) oder (3). Soll namlich der Ausdruck (4) far dw

dz
unabhingig von dz, oder was dasselbe ist, von i—’; sein, so muss
die aus ihm’ folgende Glelchung
dw  ou 314 ;o d.'/ —
o= + ( T oy 3,1/ 0
fur jeden Werth von :—x erfillt sein. Demnach erhalt man
dw __0Ou — 0w
= oz +i 3x ox
i dw — ou L a_w
&~y T1 537 oy’
also, wie oben
oo __ 0w
oy = “ox°

Nach allem diesen hat nun Riemann eine Function einer com-
plexen Grasse folgendermassen definirt: ,,Eine verinderliche
complexe Grosse w heisst eine Function einer ande-
ren veranderlichen complexen Grosse z, wenn sie sich

mit ihr so andert, dass der Werth der Derivirten %"

unabhingig ven dem Werthe des Differentials dz ist.
oder wie es an einer anderen Stelle ausgedriickt ist: ,,wenn
w sich mit  + # der Gleichung Q'f=z’
andert.«

Hiernach lasst sich nun auch lelcht beweisen, dass wenn w

g% 'gemiss

eine Function von z ist, die Derivirte }i-ﬁ es ebenfalls sein muss.

Denn aus den Gleichungen
do _ 0w __ 1 0w '
s T ox i oy
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folgt
2 (dw 1 ow
ox \dz) — i ox.oy
2 «z«z)_ P,
oy \dz ) — =0y’
also ist

(&)=t (2):
3y
und folglich gem'lgt 7 auch der Gleichung (1).

Ist ferner w Function von z =« + iy, und z Function von
§—=E& + iy, so ist w auch Function von {. Denn es ist, wie
oben pag. 27,

dw = g’ﬁ (d:tr:-{-zdg,/)——@ﬂ dz,
und ebenso
0
dz = é—zé (A€ + i dy),
also

dw =32 % (@& + i an);

die partiellen Differentialquotienten von  nach £ und 7 sind daher
ow __ 0w 0z ow _ 3w 0z
0E 0w oE * on ‘o= 0B

und folglich ist auch

do _ ;o0

=iz,

also w auch Function von § 4 .
§ 7.

Die so eben aufgestellte Bedingung besitzt auch eine be-
stimmte geometrische Bedeutung, welche noch erdrtert werden soll.

Ist wie oben

z=x 4+ ty und w=u + i,

so sind x und y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punctes z
in einer Ebene, und % und v die rechtwinkligen Coordinaten
eines Punctes w in derselben oder in einer andern Ebene. Ist
nun w eine Function von z, so wird die Lage des Punctes w’
von der Lage des Punctes z abhangig sein, und beschreibt z eine
Curvé, so wird w eine von der letzteren abhingige Curve be-
schreiben; kurz das ganze aus den Puncten w bestehende System
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wird in einer bestimmten Abhangigkeit von dem aus den Puncten
z gebildeten Systeme stehn, wenn w eine bestimmte Function
von z ist. Riemann nennt alsdann das System der Puncte w die
Abbildung des Systemes der Puncte z. In Folge der obigen
Bedingung stehen nun die beiden Figuren-Systeme in einer ganz
bestimmten Beziehung, -welche bei jeder Function stattfindet.

Es seien 2z’ und z” (Fig. 6) zwei unendlich nahe an einem

Fig. 6.

wo = dw’

dritten Puncte z gelegene Puncte,
und man setze die nach verschiede-
nen Richtungen laufenden unendlich
kleinen Verbindungslinien
n =d , = =dZ".

Ferner seien w, w', w” die den Punc-
ten z, 2, 2" entsprechenden Puncte,
und die ebenfalls unendlich kleinen
Verbindungslinien

—r

sy ww — dw”.*)

Soll nun %” fir jede Richtung von dz denselben Werth haben,

SO muss

dw' - dw:'
dz T di”

oder ’—ndw' =%
dw” T di’

sein. Nun kann man aber die Differentiale durch die Differenzen
der unendlich nahen Puncte ersetzen, also schreiben

dZ =2 — 2
dz'=2"— 2
dann hat man

aw = w',— w
” r”
aw = w — w,

’ ’
w —w zZ —Z
T —=— >
w —w z —z

und folglich sind nach § 2 die Dreiecke 2’ z z” und w’ w w'

4

einander ahnlich, namlich die Winkel 2z’ z z” und w’ w w” einan-
der gleich, und die sie einschliessendeu Seiten proportional. Da
nun dies fir jedes Paar entsprechender Puncte z und w statt-
finden muss, so ist die von dem Puncte w beschriebene Figur
der von dem Puncte z beschriebenen in den unendlich klei-

¥) Man bemerke, dass wenn auch % von dz unabhingig ist, doch

dw , . .
dw, welches — (T:v dz ist, seine Richtung und Grosse mit dz im All-

gemeinen #ndert.
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nen Theilen ahnlich, und zwei sich schneidende Curven in
der Ebene der w bilden mit einander denselben Winkel, wie die
entsprechenden Curven in der Ebene der z. Dabei ist jedoch

zu bemerken, dass hierbei vorausgesetzt wird, dass :—:—' weder Null

noch unendlich sei. Wir werden spiter sehen, dass in diesen
Fallen eine Ausnahme eintritt.¥) Siebeck nennt die Abhangigkeit,
in welcher das System der w von dem der z steht, Verwandt-
schaft, und zwar wegen der Eigenschaft, dass je zwei Paare
von entsprechenden Curven unter sich gleiche Winkel einschlies-
sen, isogonale Verwandtschaft. Von diesen isogonalen Ver-
wandtschaften sind bis jetzt erst zwei in Bezug auf ihre allge-
meinen Eigenschaften naher untersucht worden, namlich die Ver-
wandtschaft der Aehnlichkeit und die Kreisverwandtschaft,
welche letztere von Mobius in die neuere Geometrie eingefahrt
worden ist. ,
Als Beispiel diene die einfache Function
w= 2%
Wir erhalten hier
w=x?—y® + 2ixy

und daher
u=z?—y? v=2xy
ou ov
ou ov

wodurch die Bedingungsgleichungen (2) verificirt sind. Lasst man
nun z. B. z die y-Axe beschreiben, sodass x = 0 ist, so hat man
z=1iy und w =— — y?; daher beschreibt w den negativen Theil
der-Hauptaxe und zwar nur diesen, sodass, wenn z von @ iber
o nach b geht, w sich von &  nach o und dann wieder zurick
nach b bewegt, wo &’ und %’ zusammenfallen, wenn zo = o an-
genommen wird (Fig. 8). Lasst man ferner z einen Kreis um
den Nullpunct mit dem Radius r beschreiben, sodass, wenn man
z=1r (cos @ + isin @) setzt, r constant bleibt, so ist w —
r? (cos 2¢ + ¢ sin 2 ), aBo beschreibt auch w einen Kreis um
den Nullpunct mit dem Radius 2. Da aber dem Winkel ¢ von
z der Winkel 2¢ von w entspricht, so durchlauft w seinen Kreis

*) Vgl. § 40.
Durége, Funct. compl, Var. 3

<
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doppelt so rasch als z. Beschreibt z. B. z von a aus einen Halb-

kreis in der Richtung der wachsenden Winkel nach 3, so beschreibt
Fig. 8.

S0
./

w einen ganzen Kreis von a' nach dem mit & zusammenfallen-
den Puncte . Der Winkel aber, den die Gerade und der Kreis
in z und in w mit cinander bilden, ist bei beiden ein Rechter.
Lisst man z eine durch den Punct 1 gehende mit der y-Axe
parallele Gerade cd beschreiben, so beschreibt « eine Parabel.
Dies ergieht sich einfach so, dass man, weil in diesem Falle =
constant = 1 ist, in den Gleichungen u = 2?—y?, v = 2uay,
x =1 setzt und y eliminirt; dadurch erhalt man zwischen den
Coordinaten « und v des Punctes w die Gleichung v> =4 (1—u),
welche zeigt, dass w eine Parabel beschreibt, welche ihren Scheitel
in 1, ihren Brennpunct in o hat, und fiir welche der Parameler,
die Ordinate im Brennpuncte, — 2 ist. Durch Untersuchung der
Tangenten in den Durchschnittspuncten ¢’ und &, welche ¢ und
d entsprechen, liesse sich wieder leicht verificiren, dass die Pa-
rabel den Kreis in w unter denselben Winkeln schneidet, wie die
Gerade cd den Kreis in 2. Um endlich auch einen der Aus-
nahmefalle durch ecin Beispiel zu erlautern, beschreibe noch 2
die Hauptaxe; dann bleibt z reell, also w positiv, und folglich
beschreibt w den positiven Theil der Hauptaxe. Dieser aber
bildet mit dem negativen Theile, welcher der y-Axe in z ent-
sprach, einen Winkel von 180°, wahrend die 2- und y-Axe in z
einen Winkel von 90° mit einander bilden. In der Nihe des
Nullpunctes findet also nicht Aehnlichkeit in den unendlich klei-
nen Theilen statt, und in der That erhalt in diesem Puncte die

/

Derivirte :i,? =22z den Werth Null.

o l—
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Dritter Abschnitt.
Mehrdeutige Functionen.

$ 8.

Die Einfihrung complexer Variablen wirft auch ein helles
Licht auf die Natur der mehrdeutigen Functionen. Da namlich
eine complexe Variable lLeim Uebergange von einem Anfangs-
puncte z, zu einem andern Puncte 2z, sehr verschiedene Wege
einschlagen kann, so liegt es nabe, sich die Frage zu stellen, ob
nicht der durchlaufene Weg von Einfluss sein kann auf den Werth
w,, den eine Function, die mit einem bestimmten Werthe 1, aus
z, ausgeht, im Endpuncte z, crlangt; sich zu fragen, ob die von
w beschrichenen, von 20, ausgehenden Curven, welche den zwi-
schen z, udd z, beschriebenen entsprechen, immer in demselben
Puncte w; endigen miissen, oder ob sie auch in verschiedenen
Puncten endigen konien. Nun ist zuerst klar, dass bei eindeu-
tigen Functionen der Endwerth 2, von dem Wege unabhingig
sein muss, denn sonst miisste die Function fiir einen und den-
selben Werth von z mehrere Werthe annehmen konnen, was bei
einer eindeutigen Function nicht der Fall ist. Allein bei den
mebrdeutigen Functionen fillt dieser Grund fort. Bei einer sol-
chen hat in der That die Function fiir denselben Werth von z
mehrere Werthe, und daher ist von vornherein die Maiglichkeit
nicht ausgeschlossen, dass verschicdene Wege auch zu verschie-
denen Puncten oder Functionswerthen fahren konnen. Lasst man
z. B. in w — )= die Variable z von 1 nach 4 auf verschiedenen
Wegen gehn, und geht man mit der Function w fir z =1 mit
w=—+ 1 aus, so liegt die Moglichkeit vor, dass cinige Wege
von 2 = + 1 nach w = 4 2, andere dagegen Jyon w=+1
nach 2 = — 2 fithren konnen.

Es sind nun bier vor allen Dingen solche Puncte ins Auge
zu fassen, in welchen zwei oder mehrere Werthe der Function

w, die im Allgemeinen verschieden sind, einander gleich werden.
3*
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Ein solcher ist z. B. fir w — }/z der Punct z =0, in diesem
werden die im Allgemeinen mit verschiedenen Vorzeichen behaf-
teten Werthe von w einander gleich, nimlich beide — 0. Be-
trachten wir ferner die durch die cubische Gleichung

w— w4 2z2=0
definirte Function, so liefert hier die Cardanische Formel, wenn
der Kiirze wegen

3 3
p=Vi—z+ V7= ) =V —VF— )
und die beiden imaginiren Cubikwurzeln der Einheit

—14iV3 —1—il3
e =% T3 =

gesetzt werden, folgende Ausdriicke fiir die drei Wurzeln der obi-
gen Gleichung, welche mit w,, w,, w; bezeichnet werden mogen:

wy=p+4q

wy,=ap + a%q

Wy = “217 + aq.
Fir jeden Werth von z hat hier im Allgemeinen w die drei
Werthe w,, w,, w,. Von diesen werden aber die beiden letz-
ten einander gleich, wenn p — ¢ ist, was eintritt, wenn

z= <4+ 2 oder z=——2~
Vet Ve
ist. In diesen Puncten wird resp.
wy=wy = +.J} oder w,—wy= — V4.

Nebmen wir nun an, indem wir an dieses Beispiel.die ferneren
Betrachtungen ankniipfen, die Variable z verandere sich stetig,
oder der sie darstellende Punct beschreibe eine Linie, so werden
die drei Grossen w,, w,, w, sich ebenfalls, jede fir sich, stetig
andern, oder die drei entsprechenden Puncte werden drei abge-
sondert verlaufende Linien beschreiben. - Wenn aber z durch
einen der beiden oben bestimmten Puncte hindurchgeht, z. B.

ol

durch den Punct z = + 7%:7 , so nehmen beide Grossen w, und

w, den Werth + J/% an; die beiden von w, und w; beschrie-
benen Linien werden daher in dem Puncte + J/} zusammen-
treffen. Beim Ueberschreiten dieses Punctes kann demnach ohne
Unterbrechung der Stetigkeit w, in w; und w, in w, ibergehn,
ja es bleibt vollstandig willkirlich, auf welcher der beiden Linien
man jede der beiden Grossen w, und w, ihren Weg fortsetzen
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lassen will. Es findet an dieser Stelle gleichsam eine Verzwei-
gung der Linien statt, welche von den Grossen w, und w, be-
schrieben werden; daher hat Riemann die Puncte der z-Ebene,
bei welchen ein Functionswerth -in einen anderen iibergehn kann,
Verzweigungspuncte genannt. In unserem Beispiele sind
hiernach die Puncte z = + ;—2:7 und 2 = — 1722—71 Verzweigungs-
puncte (nicht etwa w = 4 J'} oder w=—y}). Zur Erlau-
terung ist Fig. A und B beigefiigt worden. In Fig. A sind die

Fig. A. Fig. B.

%

drei Linien w,, w,, w, fir den Fall gezeich-
net, dass z eine der y-Axe parallele Gerade 21 1
beschreibt, welche durch den Verzweigungspunct

e = + % (Fig. B) hindurchgeht. Dabei ist 3

aber die Linie w, der Deutlichkeit wegen in

doppelt so grossem Massstabe, als die wibrigen Linien, dargestellt
und, um Raum zu sparen, ndher an die Ordinatenaxe herange-
rickt, als sie eigentlich verlauft. Die Puncte w, welche den Punc-
ten z entsprechen, sind mit den namlichen Buchstaben und hin-
zugefigten Indices 1, 2, 3 bezeichnet. Das Bild der Verzweigung
tritt nun noch deutlicher hervor, wenn man nur eine der Grossen
z. B. w, verfolgt. Diese beschreibt die Linie b5 c3 dy, welche

sich dem Puncte e; = ¢, = J/} nahert, wenn z auf der Linie
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bcd an den Punct ¢= ;/—227 heran gebt; iiberschreitet nun z diesen

Punct, so gehen fir w, zwei Wege von &= &3 = V% aus, nam-
lich e/, g5 hy und €, f5 g, by, von denen der eine eben so gut

Fig. A. Fig. B.

1 /

4

v

/T

i

i

[ PA]

ra 2 el o

i

1]

\|/

\H

.\T'a,
wie der andere als der FKortsetzung ¢/gh
von z entsprechend angesehen werden kann;

es theilt sich der dem wj freistehende Weg 2} 16
bei e,=— e, wirklich in zwei Zweige. Wenn
nun z von b nach & durch den Verzweigungs-

punct e geht, so kann w, von b, cbensowohl 6

nach %, wie nach %, gelangen, und ebenso w, von &, aus; bei
einem solchen durch einen Verzweigungspunct hindurchfithrenden
Wege bleibt also der Endwerth der Function unbestimmt. Wenn
dagegen z von b nach & einen Weg beschreibt, der nicht durch
einen Verzweigungspunct hindurch fihrt, so kann zwar je nach der
Beschaffenheit dieses Weges der Endwerth der Function ein verschie-
dener sein, er ist aber fir jeden bestimmten Weg des z immer ein
ganz bestimmter. Auch dies erlautern die Figuren A und B. Geht
namlich z von b iber d, und dann langs der gestrichellen Linie iiber
m nach f und &, so geht w, von b, iber d, und dann langs der
ebenso bezeichneten Linie tber m; nach /5 und %3; w, von b, iiber
d,, my, [, nach hy; ws erlangt dann den bestimmten Werth %, und
w, den bestimmten Werth %,. Diese Endwerthe werden andre,
aber wiederum bestimmte, wenn z den Verzweigungspunct e auf
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der anderen Seite lings der punctirten Linie dber p umgelt.
In diesem Falle geht w; von &, iber d, und dann lings der
punctirten Linie Gber p; nach £, und A&,; und w, geht iber d,,
Dy, [5 nach kg In diesem Falle sind- zwar die Forlschreitungen
der Functionen und daher auch ihre Endwerthe andere als vor-
hin, aber wiederum ganz bestimmte. — Im Allgemeinen sind nun
solche Puncte der z-Ebene, in welchen mehrere sonst verschie-
dene Werthe einer Function einander gleich werden, in der Re-
gel auch Verzweigungspuncte der Function. Yon einer Ausnahme
hiervon soll sogleich die Rede sein.

Eine ahnliche Verzweigung der Function findet fiir solche
Puncte statt, in denen w unendlich gross wird und dadurch eine
Unterbrechung der Stetigkeit erleidet. Dies ist z. B. bei der durch
die Gleichung

3 —a
z—b

(z—b) (w—cP=2z—a oder w=1c +

bestimmten Function der Fall, in welcher @, b, ¢ drei complexe
Constanten, also drei feste Puncte bedeuten. Hier ist z — & ein
Verzweigungspunct, in welchem drei Werthe der Function in dem
einen w — ¢ zusammenfallen. Ausserdem aber werden fir z =25
alle drei Werthe von w unendlich gress. Hier erleiden die drei
Functionen eine Unterbrechung der Stetigkeit und daher kann es
wieder unentschieden bleiben, auf welchem Wege jede fortzu-
setzen ist, weil wenn die Function einen Sprung macht, sie eben
so wohl nach der einen, wic nach einer anderen Fortsetzung
ihres Weges uberspringen kann. Daher ist z =5 ebenfalls ein
Verzweigungspunct. Man bemerke dabei, dass wenn w fiir einen

Werth von z unendlich gross wird, —3; an dieser Stelle den Werth

Null hat. Fiir die letztere Function fallen daher an dieser Stelle
mehrere Functionswerthe zusammen; also wird hier in der Re-

gel eine Verzweigung der Function % statt finden; das nimliche
gilt dann auch von w. Diejenigen Puncte, in denen w unendlich
gross oder unstetig ist, sind daher in der Regel ebenfalls Verzwei-
gungspuncte.

Es kann hiervon aber auch Ausnahmen geben: es giebt

Falle, bhei welchen Puncte, in denen Functionswerthe einander
gleich oder unendlich gross werden, doch keine Verzweigungs-
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"puncte sind. Dies kann fir jetzt nur erst an einem Beispiele
erlautert werden. In den Functionen

1
—22
Y1—2z* und =0
sind z= 4 1 und z = — 1 Verzweigungspuncte; dagegen in

1
(z—a) Yz und Py

ist z=a kein Verzweigungspunct, obgleich die Functionswerthe
an dieser Stelle im ersten Falle beide gleich Null und im zwei-
ten beide unendlich gross sind. Wenn nimlich z den Punct a
iiberschreitet, so hat sowohl 2 — a als auch }/z eine ganz be-
stimmte stetige Fortschreitung: z — @, weil es aberhaupt eindeu-
tig ist, und ¥z, weil + Va ohne Unterbrechung der Stetigkeit
nicht plétzlich nach — J/z @berspringen kann. Daher haben auch
die aus diesen Grossen auf rationale Weise zusammengesetzten
Functionen an dieser Stelle fir jede von -z beschriebene Linie
eine bestimmte Fortschreitung, und es findet keine Verzweigung
statt, Die Verzweigungspuncle sind demnach zwar nur unter den-
jenigen Puncten zu suchen, in welchen entweder eine Unter-
brechung der Stetigkeit eintritt, oder mehrere Functionswerthe
zusammenfallen; aber ob solche Puncte wirklich Verzweigungs-
puncte sind, muss noch besonders entschieden werden,

§ 9.

Die vorigen Betrachtungen haben gezeigt, dass wenn die Va-
riable z von einem beliebigen Puncte 2z, ausgehend nach einem
andern Puncte z;, hin einen Weg beschreibt, welcher durch einen
Verzweigungspunct einer Function w hindurchfihrt, dieselbe in z,
verschiedene Werthe erhilt, je nachdem man sie auf dem einen
oder dem andern ihrer Zweige weiter gehen lisst. Bei einem
solchen Wege des z ist also der Werth des w in z, unbestimmt.
Auf jedem andern Wege dagegen, der nicht durch einen Ver-
zweigungspunct hindurch fihrt, erhalt w in z, einen bestimmten
Werth, und wir wollen nun zeigen, dass zwei Wege, die beide
von z, nach z, fihren, dem w in z, nur dann verschiedene
Werthe zuertheilen, wenn sie einen Verzweigungs-
punct einschliessen. Dazu beweisen wir zuerst folgenden
Satz:
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Lasst man die Variable z zwei unendlich nahelie-
gende Wege z, m z, und z,n z, (Fig. 9) von z, nach z, be-
schreiben, welche an keiner Stelle einem Puncte un-
endlich nahe kommen, in dem entweder die Function w
unstetig wird, oder in welchem mehrere
Functionswerthe zusammenfallen, so er-
halt die Function w, wenn sie aus z, %
mit dem namlichen Werthe ausgeht, auf
beiden Wegen in 2z, den namlichen
Werth.

Um diesen Salz zu beweisen, bemerke man
zuerst, dass die verschiedenen Werthe, welche
eine mehrdeutige Function in einem und dem-
selben Puncte z hat, nur dann um eine unend- 2,
lich kleine Grésse von einander verschieden sein
kénnen, wenn der Punct z einem solchen Puncte unendlich nahe
liegt, in dem mehrere Functionswerthe zusammenfallen. Denn
nur fir solche Puncte z niahern sich die von den Functions-
werthen beschriebenen Linien, wahrend sie fiir alle anderen
Puncte z in endlichen Entfernungen von einander verlaufen. (Vgl.
hierzu Fig. A. und B. S. 38). Da nun die beiden Wege zom z,
und z,7z, der Voraussetzung gemiss sich nirgend einem sol-
chen Puncte nahern, so sind die verschiedenen Werthe, die w
in irgend einem Puncte der beiden Wege haben kann, um end-
liche Grassen von einander verschieden. Folglich konnen auch
die Werthe, welche die Function w auf den beiden Wegen z,m z,
und z,n 2z, in z; erlangt, nur entweder einander gleich oder um
eine endliche Grosse von einander verschieden sein. Nun kann
aber die letztere Alternative nicht Statt haben. Denkt man sich
namlich, dass zwei bewegliche Puncte z die beiden unendlich
nahen Wege z,m z, und z,n z; in der Art durchlaufen, dass-
sie stets einander unendlich nahe bleiben, und bezeichnet man
die Functionswerthe auf der einen Linie mit w, und auf der
anderen mit w,, so konnen w,, und w, lings beider Linien nur
um eine unendlich kleine Grésse von einander verschieden sein,
da der Voraussctzung nach w bei beiden Wegen aus z, mit dem
namlichen Werthe ausgeht, und beim Uebergang von einem Puncte
der einen Linie zu einem unendlich nahen Puncte der anderen
Linie Stetigkeit stattfindet. Wenn nun w, und w, in z, um eine

Fig. 9.
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endliche Grosse verschieden wiren, so misste mindestens eine
dieser Functionen an irgend einer Stelle einen Sprung machen,
was durch die Voraussetzung ausgeschlossen wird, dass die bei-
den Wege z,m z, und 2,n z, sich keinem Puncte nihern sol-
len, in welchem eine Unterbrechung der Stetigkeit eintritt. Dem-
nach kénnen w,, und w, in z, nicht um eine endliche Grosse von
einander verschieden sein, und folglich sind sie einander gleich.

Denkt man sich nun, nachdem dies festgestellt ist, eine Reihe
auf einander folgender und unendlich nahe an einander liegender
Wege, alle zwischen den Puncten z, und z,, und so beschaffen,
dass keiner derselben sich einem Puncle nahert, in dem entwe-
der Unstetigkeit eintritt, oder Functionswerthe zusammenfallen, so
erhalt die Function auf allen diesen Wegen den namlichen Werth
in z,. Daraus folgt dann: Wenn man einen Weg zwischen zwei
Puncten z, und z; so durch allmilige Ueberginge in einen an-
dern Weg umformen kann, dass dabei keiner der so eben cha-
rakterisirten Puncte tberschritten wird, so erhalt die Func-
tion in z; auf dem zweiten Wege denselben Werth wie auf dem
ersten. Lisst man nun die Variable z von z, ausgechend eine
geschlossene Linie beschreiben und wieder nach z, zuriickkehren,
so erhalt die Function, wenn die Variable die geschlossene Linie
durchlaufen hat und zum zweiten Male nach z, kommt, hier den-
selben Werth, den sie beim Ausgange hatte, wenn die geschlos-
sene Linie keinen Punct umgiebt, in welchem entweder Unstetig-
keit eintritt oder Functionswerthe zusammenfallen.

Solche geschlossene Linien, die von der Variablen z beschrie-
ben werden, sind nun fir die Untersuchung des Einflusses, den
der Weg, auf welchem die Variable z nach irgend einem Puncte
hingeht, auf den Werth ausiibt, welchen die Function w in die-
sem Puncte erlangt, maassgebend. Umgiebt eine geschlossene
Linie keinen der schon so oft erwilinten Puncte, so indert, wie
gezeigt worden ist, die Function ihren Werth nicht; umgiebt sie
aber einen solchen Punct, so kann die Function ihren Werth
andern, oder auch nicht indern. Werden ferner von der Va-
riablen zwischen zwei Puncten zwei Wege durchlaufen, die kei-
nen derartigen Punct einschliessen, so fithren diese zu gleichen
Functionswerthen. Wir haben daher nur Wege zu betrachten,
die einen solchen Punct einschliessen. Sei nun a (Fig. 10) ein
Punct von dieser Art, und nehmen wir zwei Wege bdc und bec
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an, welche @, aber keinen andern ahnlichen Punct einschliessen.
Aus b gehe w mit dem Werthe w, aus und erlange auf dem
Wege bdc in ¢ den Werth w,. Lisst man dann aber die Va-
riable z, ehe sie den andern Weg bec betritt,
zuvor eipe den Punct @ umgebende geschlos-
sene Linie bghbd durchlaufen, so kann der
Weg bghbec in bdc umgeformt werden, ohne
dass der Punct a uberschritten wird, folglich
erlangt w aufl diesem Wege in ¢ ebenfalls den
Werth w,’, wenn es aus b mit dem Werthe
w, ausgeht. Wir haben also Folgendes:

auf bde geht w von w, nach w,

» bghbec ,, w ,, w, , w,.
Nehmen wir nun zuerst an, w dndere seinen Werth beim Durch-
laufen der geschlossenen Linie bg%% und gehe in w, dber, so
haben wir zu setzen:

“auf bghb geht w von w, nach w,

Fig. 10.

4

und daher

auf bec w W, Wy, W,
Demnach erlangt w auf bec in ¢ den Werth w, dann, wenn
es aus b mit dem Werthe w, ausgeht; lisst man es also aus &
mit dem Werthe w, ausgehn, so kann es den Werth w, nicht
erlangen, sondern muss zu einem andern Werthe gefithrt wer-
den. Wenn dagegen w auf der geschlossenen Linie bghbd sei-
nen Werth nicht adndert, so haben wir zu setzen:

auf bghd geht w von w, nach w,

. bec ,, w o, wy , w;
dann erlangt also w, aus b mit dem Werthe w, ausgehend, auch
auf dem Wege bec den Werth w,.

Hieraus folgt also, wenn zwei Wege einen unserer in Rede
stehenden Puncte a einschliessen, so fihren sie zu verschiedenen
oder gleichen Functionswerthen, je nachdem die Function w beim
Durchlaufen einer den Punct a umgebenden geschlossenen Linie
ihren Werth andert oder nicht andert.

Jetzt sind wir im Stande, die Verzweigungspuncte naher fest-
zustellen. Es soll namlich ein Punct @, in welchem entweder
eine Unstetigkeit eintritt oder mehrere Functionswerthe zusam-
menfallen, dann und nur dann ein Verzweigungspunct
genannt werden, wenn die Function beim Umlaufe um
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eine diesen Punct und keinen andern ahnlichenumge-
bende geschlossene Linie ihren Werth andert. Hiermit
ist denn der im Eingange dieses Paragraphen ausgesprochene Satz
dargethan, dass zwei verschiedene, dieselben Puncte verbindende
Wege dann und nur dann einer Function, die vom Ausgangs-
puncte mit demselben Werthe ausgeht, verschiedene Werthe zu-
ertheilen, wenn sie einen Verzweigungspunct einschliessen; und
fir geschlossene Linien konnen wir den Satz aussprechen: Eine
mehrdeutige Function geht von einem in einem Puncte z; statt-
findenden Werthe zu einem anderen in demselben Puncte statt-
findenden Werthe dadurch auf stetige Weise aber’, dass die Va-
riable z von z, aus eine geschlossene Linie beschreibt, welche
einen Verzweigungspunct umgiebt.

Geschlossene Linien, welche zwei oder mehrere Verzwei-
gungspuncte umgeben, konnen ebenfalls auf solche geschlossene
Linien zuriickgefiihrt werden, welche nur einen Verzweigungs-
punct enthalten. Denn zieht man von einem Puncte z, aus um
jeden Verzweigungspunct eine geschlossene Linie und lasst die
Variable dieselben eine nach der anderen durchlaufen, so kann
dieser Weg, ohne dass einer der
Verzweigungspuncte iberschritten
wird, in eine geschlossene Linie
umgeformt werden, die von z, aus
alle Verzweigungspuncte umgiebt.
(Fig. 11, wo & und b zwei Ver-
zweigungspuncte bedeuten.) Man
stellt solche geschlossene Linien um

' " die einzelnen Verzweigungspuncte
am einfachsten dadurch her, dass man um jeden einen kleinen
Kreis beschreibt und jeden dieser Kreise mit z, durch eine Linie .
verbindet, die dann doppelt, hin und wieder zuriick, durchlaufen
werden muss.

Fig. 11.

$ 10.

Es sollen nun die vorigen Betrachtungen an einigen Bei-
spielen erlautert, und daran zugleich gezeigt werden, in welcher
Weise die Functionswerthe beim Durchlaufen geschlossener, einen
Verzweigungspunct umgebender Linien in einander bergehen.
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Erstes Beispiel. :
-
Hier ist z =0 ein Verzweigungspunct. Lésst man die Verin-
derliche von dem Puncte z =1 ausgehen und die Peripherie
eines aus dem Nullpuncte beschriebenen Kreises durchlaufen, so
ist dies eine geschlossene Linie, welche den Verzweigungspunct
umgiebt. Geht nun die Function @ — Jz von dem Puncte z =1
mit dem Werthe w =— 4 1 aus, und setzt man

z=r(cos @ 4 isin @),
so ist zuerst im Puncte z —1, r =1 und ¢ = 0. Durchlauft
dann z die Peripherie des Kreises in der Richtung der wachsen-
den Winkel, so bleibt » constant = 1, und ¢ nimmt von 0 bis
27z zu. Kommt also die Veranderliche wieder nach dem Puncte
z =1 zuriick, so ist jetzat

z=cos2nw + isin2xn
und folglich .
w=J)r=cosx + isinw=—1;
die Function hat also jetzt jm Puncte z =1 nicht wieder den
urspriinglichen Werth 4 1, sondern den andern Werth — 1 er-
halten, Ganz dasselbe tritt auch ein, wenn die Variable irgend
eine andere geschlossene, den Nullpunct einmal umgebende Linie
von z =1 aus beschreibt; denn dieser Weg kann durch allma-
lige Aenderungen in den Kreis dbergefilhrt werden, ohne dass
dabei der Nullpunct iberschritten wird. Geht @berhaupt w mit
dem Werthe w, von irgend einem Puncte z, aus, fir welchen

zy==rg (cos @y + isin @)
also '
wo =1, (c0s § 9y + ¢ sin § 9o)
ist, und beschreibt z eine geschlossene Linie, welche den Null-
punct einmal in der Richtung der wachsenden Winkel umwindet,
so ist bei der Riickkunft noch z,
2= r, (cos (9, + 2 @) + i sin (9, + 2 7)
geworden; mithin ist dann
w=r} (cos (} 9, + 7) + i sin (4 @, + 7)
= — W,

Wird die geschlossene Linie zweimal von der Variablen durchlau-
fen, oder beschreibt letztere eine andere geschlossene Linie, welche
den Nullpunct zweimal umwindet, so wachst das Argument von
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z um 4=, also das von w um 2z, und folglich erhalt dann die
Function ihren urspringlichen Werth wieder.

Man lasse nun die Variable von dem Puncte z =1 nach
einem belwblgen Puncte Z gehen, und zwar zuerst aufl einer
Linie 1 e Z 'Fig. 12), welche den Nullpunct

7 hg' s nicht umwindet, und auf welcher die Win-

|'~' kel @ wachsen. Auf diesem Wege mogen

|- r und @ in Z die Werthe R und &, und

| € w den Werth # erreichen, sodass

1 W =R} cos} &+ isin} P

A (\/0:% ist. Geht man dann aber auf der andern
\&";/ Seite des Nullpuncts von 1 nach Z auf einer

den Nullpunct nicht umwindenden Linie 1dZ,
so nimmt der Winkel @ ab und erreicht in Z den Werth & —2=.
Daher wird jetzt in Z
=R (cos 2w —F) — isin 2w — B))
und :

w=— R} (cos (m — 1 & — isin (w — § D))
d. h
w=—W.
Lasst man endlich z zuerst von 1 aus eine geschlossene Linie
1bc1 um den Nullpunct und dann die Linie 1dZ beschreiben,
so wiichst @ zuerst von 0 bis 2z und nimmt dann um den Winkel
2 w— & ab, so dass dann @ in Z den Werth 27 4+ & —2zx=4%
erhilt; in diesem Falle geht also w nach dem Durchlaufen der
Linie 1b¢1 von 1 mit dem Werthe — 1 aus und erlangt auf
1dZ in Z den Werth 4 .
Zweites Beispiel. In der Function
w=(z—1)¥z
ist zuerst z =0 ein Verzweigungspunct, und es verhalt sich diese
Function in Beziehung auf diesen Punct ahnlich wie die vorige.
Betrachten wir daher den Punct z — 1, fiir welchen ebenfalls
w = (0 wird. Die Variable z beschreibe um ihn einen Kreis mit
dem Radius r, von dem Puncle @ =1 4-r der Hauptaxe (Fig. 13)
ausgehend. Setzt man
z—1=r (cos @ + isin @)
so wird



Abschn. IIl. Mehrdeutige Functionen. § 10. 47

Da nun r constant bleibt, und @ von 0 bis 2z wachst, so an-
dert der Factor r (cos @ + i sin @) seinen Werth nicht. Um das
Verhalten des zweiten Factors zu untersuchen, sei

14 rcosp=g¢cosyp r sin @ = @ sin Y;
dann bedeutet @ die Gerade oz, und ¥ dic Neigung derselben
gegen die Hauptaxe, und es wird

w=r (cos @ + 7sin@) 9% (cos 3 v + 7sin § 9).
Umgiebt nun der Kreis den Null-
punct nicht, so durchlauft ¥ von
0 an eine Reihe von Werthen,
welche wieder mit dem Werthe
0 endigen, daher indert w sei-
nen Werth nicht. Ist aber der
Kreis so gross, dass der Null-
punct, welcher ein Verzweigungs-
punct ist, ebenfalls innerhalh des-
selben liegt, so wachst ¥ von 0
bis 2=, ynd dann geht also der

urspriingliche Werth w = r@’:‘ in —rgi iiber. Es bestatigt sich
also, dass nur der Punct z =— 0 ein Verzweigungspunct ist, der
Punct z =1 aber nicht. _

Man kann die gegebene Function (z—1) )z als aus der
folgenden

wW=V(z—1) (z—b) z
entstanden betrachten "dadurch, dass b gleich 1 geworden ist.
Eine den Punct z =1 umgebende Linie kann dann betrachtet
werden als eine Linie, welche die beiden Puncte z =1 und
z = b zugleich umgab, und bei welcher dann diese beiden Puncte
zusammengefallen sind. Nun sind fir die Function %’ sowohl
z=20, als auch z=1 und z = b Verzweigungspuncte. Eine
geschlossene Linie, welche von einem Puncte z, aus beide Puncte
1 und b umgiebt, kann ersetzt werden durch zwei geschlossene
Linien, von denen jede nur einen derselben umgiebt. Geht nun
w’ mit dem Werthe «’, aus z, aus, so geht beim Umkreisen
des Punctes, b, wy’ in — w,, und dann beim Umkreisen des Punc-
tes 1 wieder — w,’ in w, dber. Die Function kommt also mit
dem urspriinglichen Werthe nach z, zuriick. Dies bleibt nun
bestehen, wenn & sich dem Puncte 1 nithert, und wir sehen,
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dass wenn diese Verzweigungspuncte auf einander fallen, der ge-
meinschaftliche Punct aufhért, ein Verzweigungspunct zu sein.
Es leuchtet ein, dass dies allgemein gellen muss: sobald bei zwei
Verzweigungspuncten nur zwei und zwar die namlichen zwei
Functionswerthe gegenseitig in einander ubergehen, so heben
diese Verzweigungspuncte beim Zusammenfallen einander auf,” und
es entsteht ein Punct, der kein Verzweigungspunct mehr ist.

Drittes Beispiel. Sei

3 I—a
w= I/ P
worin @ und b zwei complexe Constanten bedeuten. Hier haben
wir zwei Verzweigungspuncte z = @ und z = ). Lasst man nun
zuerst z eine geschlossene Linie von einem beliebigen Puncte z,
aus um den Punct @ beschreiben, welche aber & nicht umgiebt,
und setzt zu dem Ende
z—a=r (cos ¢ + isin @)
wahrend
z,—a=r, (cos @, 4 ¢ sin @)
sei, so ist der Anfangswerth von w, der hier mit w, bezeichnet
werden maoge,

__ 1o (c0s § @, + isin § @)

[a‘”‘b'|"'o(°°s‘7-"0'i'if”i"‘l’o)]gf

Nachdem die geschlossene Linie einmal in der Richtung der wach-
senden Winkel durchlaufen ist, ist ¢, um 2z gewachsen, und
daher der entstehende Werth von w, welcher mit w, bezeichnet
werden soll,

w

1oy 70} (005 (6 90 + §) + 4 50 (4 9y + § 7)
[a — b + 7, (cos @, + i sin ‘Po)]%
geworden. Dabei kann der Nenner, also die Grosse J/z—0 ibren
Werth nicht geindert haben, weil fir diese z=— a kein Verzwei-
gungspunct ist, sondern nur z=1>, also z eine geschlossene Linie
beschrieben hat, die den Verzweigungspunct dieser Grosse nicht
enthalt. Bezeichnet man mit ¢ den Werth

—14iV3
—iTiE

=cos 47w + isin g x =
sodass « cine Wurzel der Gleichung o — 1 ist, so kann man
auch schreiben, da
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cos(}9,+47)+ isin(}9, 4 §7) = (cos}p, +ising, ) (cosjxw +isingm)
ist,
w, = aw,.

Lasst man nun die Variable auf’'s Neue eine geschlossene Linie
um den Punct a herum beschreiben, so geht jetzt w mit dem
Werthe w, — aw; von z, aus und erlangt folglich nach Vollen-
dung des Umlaufs den Werth

Wy = aw, = ¢*w,.
Nach einem dritten Umlaufe endlich erlangt w den Werth ofw,,
erhalt also den urspringlichen Werth w, wieder, da a®=1 ist.
Ware man, statt urspranglich mit dem Werthe , von z, aus-
zugehen, zuerst mit dem Werthe w, ausgegangen, so hitte man
nach resp. ein und zwei Umlaufen die Werthe w; und w, er-
halten; ware aber w, der urspriingliche Werth gewesen, so wirde
dieser in »; und w, ibergegangen sein.

Aehnlich verhalt es sich, wenn man 2 eine geschlossene
Linie beschreiben lasst, die nur den Punct b umgiebt. Man setze
alsdann

z2—b=r (cos ¢ 4 ¢sin @)
und lasse w mit dem Werthe w, von z, ausgehen, wo w, jetat
folgenden Ausdruck hat

w0, = [b —a + r, (cos @, 4 ¢ sin qu)]’}.
ro¥ (cos 4 gy + ésin § gy
Nach einem Umlaufe des z in der Richtung der wachsenden Win-
kel wird der Werth von w
[b—a + 7y (cos @, + isin 9’0)?

ro’} (cos (3 @y + 47 + isin (3@, + % =)

wobei sich jetzt der Zahler nicht geiandert haben kann, weil der
Verzweigungspunct desselben, &, nicht umschrieben worden ist.
Man erhilt also jetzt fiir w den Werth

2 = o?wy, d. h. den Werth w;.

Nach einem zweiten Umlaufe erhalt man
% =oaw,, also w,;
endlich nach einem dritten Umlaufe stellt der urspriingliche Werth

w, sich wieder ein, da

ist.
Durege, Funct, compl, Var. 4
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Man sieht hieraus, dass die Functionswerthe bei mehrmali-
gem Umkreisen eines Verzweigungspunctes sich cyclisch mit ein-
-ander vertauschen. Beim Umkreisen des Punctes ¢ in der Rich-
tung der wachsenden Winkel gehen

w, w, w,
nach dem ersten Umlaufe der Reihe nach iiber in

w, w; w,
und nach dem zweiten Umlaufe in

: Wy W, W,

bei einem dritten Umlaufe stellen sich daher die urspriinglichen
Werthe

Wy, W, w,
- wieder ein. Ebenso gehen beim Umkreisen des Punctes & in der
Richtung der wachsenden Winkel die Werthe

W, w, Wy
in wy wy w,
und in wy, w3 w
iiber und erhalten nach dem dritten Umlaufe die urspriinglichen
Werthe

.

Wy, W, W,
wieder.

Untersuchen wir nun noch, was eintritt, wenn z eine ge-
schlossene Linie beschreibt, welche beide Puncte, a und b, ent-
balt. Eine solche kann stets ohne Ueberschreitung eines dieser

Fig. 11. Puncte in eine andere wbergefiihrt

. werden, die aus einer successiven

/AN Umkreisung des einen und des an-

£ € dern besteht (Fig. 11). Man lasst

dann z zuerst von z, aus den Punct

a umkreisen, nach z, zuriickkehren
und dann den Punct b umkreisen.
2, Auf diesem Wege erhalt w bei der

letzten Rickkunft nach z, densel-

ben Werth, als wenn z die geschlossene Linie um beide Verzwei-
gunspuncte durchlauft (§ 9). Geht nun w mit w, aus z, aus,
so erhilt es nach der Umkreisung von a den Werth e¢w, —w,,

alsdann nach der Umkreisung von & den Werth %’_——:wi; die

Function bekommt also ihren urspriinglichen Werth wieder. Be-
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trachtet man in dieser Beziehung statt der gegebenen Function
die folgende
w=}({z—a) z—0b),

bei welcher, wie man leicht iibersehen wird, auch bei einer Um-
kreisung des Puncles 4 dem urspriinglichen Functionswerthe der
Factor « hinzugefigt wird, so geht bei der Umkreisung von a
w," in @w,'=w,’, und bei der Umkreisung von b, w,’ in ew, —w,’
aber. Ein Umlauf um beide Puncte verwandelt also w,” in w,;
ein zweiter Umlauf wird daher wy’ in w,’, und ein dritter w,’
in w,” verwandeln.

Viertes Beispiel. Die Function

g ——

welche dic Wurzel der Gleichung 6ien Grades

(z—02ub—3 (z—0?(z—c)w* —2(z—a) (z—0b) w
+3@z—0*z—cuwt—6(z—a)(z—0) (z—c)w
+Ez—a—(z—b—cf=

ist, hat die Puncte @, b, ¢ zu Verzweigungspuncten. Fihrt man

der Kiirze wegen ’

sz—a::t, f/z—b:u, Vz—c=wv
ein und giebt dem Buchstaben « dieselbe Bedeutung wie in dem

vorigen Beispiele, so kann man die 6 Functionswerthe folgender-
massen schreiben:

w, = %+v w, = %—v
¢ [

w2=a7+v wy=@a_-—v
2. ¢ — o2t

ws=a7+v wg =o' — 0.

Betrachten wir nun zuerst Umlaufe der Variablen um den Punct
a; dabei geht ¢ in af, a%, ¢, .... iber, wihrend ¥ nnd v unge-
andert bleiben; demnach geht iber:

Wy, Wy, Wy w, wy w
nach dem ersten Umlauf in w, w; w, wy, wg w,
v ,» 2weiten ,, ,, w3 w; w, Wy wy; Wy
" , dritten ,, ,, w w, w, w, wy wg.

Um diesen Verzweigungspunct herum permutiren sich also nur die
Werthe w,, w,, w, fir sich, und w,, w;, wg fur sich.

. 4*
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Bei Umlaufen um den Punct » bleiben ¢ und » ungeandert,

und » verwandelt sich in ew, a?u, u, ----. Also gehn iiber:
w, W, W, w, w; w;

nach dem ersten Umlauf in w3 w;, w, wy wy wy
» ,» zweitem ,, ,, w, w3 w, wy wg W,
” ,, dritten . » Wy W, Wy w, Wy We;

hier permutiren sich also dieselben Functionswerthe, wie bei g,
nur in umgekehrter Aufeinanderfolge.
Bei Umliufen um den Punct ¢ endlich bleiben- # und % un-

geandert, und v verwandelt sich in — », 4 v, -----. Daher gehn

hier iber: w, w, Wy w, wy Wy
nach dem ersten Umlauf in w, w; w, w, w, Wy
» » Zweiten ,, ,, w; w, w, w, wy wg.

In diesem Beispiele haben wir also erstlich zwei Verzwei-
gungspuncte @ und b, um welche herum die drei Werthe w,,
w,, w, cyclisch in einander ibergehn, niemals aber in einen der
drei ibrigen Werthe; ebenso permutiren sich hier w,, w;, w;
cyclisch unter einander und gehen nie in einen der drei erste-
ren iiber. Alsdann haben wir noch einen Verzweigungspunct c,
in welchem die drei Paare w;, w,; w,, wy; w,, wq jedes unter
sich ihre Werthe vertauschen, ohne dass jemals ein Werth aus
einem andern Paare dazu trite.

Lasst man z eine geschlossene Linie beschreiben, welche
zwei Verzweigungspuncte umgiebt, so kann man eine solche wie-
der durch zwei successive Umkreisungen je eines Punctes ersetzen.
Werden die Puncte @ und » umschlossen, so verhalt sich die
Sache ebenso wie bei dem vorigen Beispiele, wir wollen daher
nur Umlaufe um @ und ¢ verfolgen und stellen das Ergebniss in
folgender Tabelle zusammen:

Umldufe | ) um a um ¢ um beide
1 w, geht Gber in w, | w, in wy, | w, in wy
2 wy » s Wy wg ., Wy Wy ,, Wy
3 wy » oo Wy wy o, w, | wy , W
4 Wy o Wy Wy, Wy, | Wy , W,
5 Wy 5w o Wy | Wy, Wy | Wy , We
6 W  » woon Wy Wy 5 Wy Wg 5 Wy

Dabei erreicht also w seineu ursprimglichen Werth erst nach
6 Umlaufen um die Puncte « und ec.
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§ 11.

Die im Vorigen angestellten Belrachtungen zeigen, dass man
bei einer mehrdeutigen Function, indem man der Variablen com-
plexe Werthe zuertheilt und dieselbe eine Reihe stetig auf einan-
der folgender Werthe durchlaufen lasst, die mit demselbeu Werthe
endigen, mit dem sie begonnen haben (geometrisch ausgedriickt,
indem man die Variable eine geschlossene Linie beschreiben lasst),
von einem der Werthe, die ¢ine Function firr denselben Werth
der Variablen anzunehmen vermag, zu einem andern auf stelige
Weise ibergehen kann. Es ist ferner gezeigt worden, dass eine
bestimmte stetige Reihenfolge der Werthe der Variablen (ein be-
stimmter Weg) auch stets zu einem bestimmten Functionswerthe
fihrt, mit alleiniger Ausnahme des Falles, wo der Weg der Va-
riablen durch einen Verzweigungspunct hindurch fihrt, ein Fall,
der aber immer dadurch vermieden werden kann, dass man die
Variable in der Nahe des Verzweigungspunctes eine beliebig
kleine Ausbiegung machen lasst. Hieran knipft sich nun der
natiirliche Wunsch, sich von der Verschiedenheit der Werthe
einer mehrdeutigen Function zu befreien, um eine solche wie
eine eindeutige behandeln zu kénnen. Nach den fritheren Aus-
einandersetzungen ist hierzu nur erforderlich, dass man sich von
der Verschiedenartigkeit der Wege hefreie, welche die Variable
zwischen zwei bestimmten Puncten durchlaufen kann. Nun be-
merkte schon Cauchy, dass man dies, wenigstens in beschrinkter
Weise, dadurch erreichen kdnne, dass man gewisse Theile der
Ebene, in welcher die Variable z sich bewegend gedacht wird,
abgrenzt und der Veranderlichen nicht gestattet, die Grenzen
eings solchen Gebietes zu uberschreiten. Da namlich eine Func-
tion, von einem Puncte z, der Variablen ausgehend, in einem
anderen Puncte z, nur dann verschiedene Werthe annehmen kann,
wenn zwei von der Variablen durchlaufene Wege einen Verzwei-
gungspunct einschliessen (§ 9), so ist es stets leicht, ein Stick
der z-Ebene abzugrenzen, innerhalb dessen von z, nach z, zwei
sdlche Wege nicht mdglich sind. Innerhalb eines solchen Ge-
bietes bleibt dann die Function eindeutig, da sie in jedem Puncte
z, auf jedlem Wege nur einen einzigen Werth erhalt. Cauchy
nannte dann die Function monodrom in diesem Gebiete, wo-
fir Riemann das deutsche Wort einandrig setzte. Allein auf
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diese Weise wird der Variablen eine Schranke auferlegt, welche
man nicht immer einhalten kann, da die Untersuchungen oft aber
das Gebiet, innerhalb dessen eine Function eindndrig ist, hinaus-
fihren. Daher hat Riemann ein anderes Mittel ersonnen, sich
von der Mehrdeutigkeit der Functionen zu befreien, welches voll-
stindig zum Ziele fihrt.

Riemann nimmt an, dass wenn eine Funclion n-deutig ist,
also jedem Werthe der Variablen n Werthe der Function zuge-
horen, die Ebene der z aus n aber einander liegenden Schich-
ten oder Blattern bestehe (oder dass n solche Blatter uber der
Ebene der z ausgebreitet seien), iber welche die Variable sich
frei hin bewegen kann. Jedem Puncte in jedem Blatte entspricht
nur ein einziger Werth der Function, und den n unmittelbar
uber einander liegenden Puncten aller n Blatter die n verschie-
denen Werthe der Function, die demselhen Werthe von z ange-
horen. In den Verzweigungspuncten nun, wo mehrere sonst ver-
schiedene Functionswerthe einander gleich sind, hangen mehrere
jener Blatter zusammen, sodass der betreffende Verzweigungs-
punct zu gleicher Zeit in allen diesen zusammenhingenden Blat-
tern liegend gedacht wird. Die Anzahl dieser so in einem Ver-
zweigungspuncte zusammenhangenden Blatter kann fir jeden Ver-
zweigungspunct verschieden sein und ist gleich der Anzahl der
Functionswerthe, welche beim Umlaufe der Variablen um den
Verzweigungspunct cyclisch in einander tbergehen. In dem
letzten Beispiele des vorigen §, wo die Function 6-werthig ist,
werden wir die z-Ebene als aus 6 Blattern bestehend annehmen.
Um jeden der Verzweigungspuncte a und & herum gehen einer-
seits die Werthe w,, w,, w; und andrerseits die Werthe w,,
wy, wg in einander iber; daher nehmen wir an, dass in jedem
dieser Puncte einerseits die Blatter 1, 2, 3, andrerseits die Blat-
ter 4, 5, 6 zusammenhingen. Um den Punct ¢ herum dagegen
gehen erstens w; und w,, zweitens w, und wg; und drittens w,
und wg gegenseitig in einander iiber; daher hingen im Puncte ¢
einmal die Blatter 1 und 4, dann die Blatter 2 und 5 und end-
lich die Blatter 3 und 6 zusammen. Um nun den stetigen Ueber-
gang eines Functionswerthes in einen andern zu vermilteln, wer-
den sogenannte Verzweigungsschnitte gefihrt. Dies sind
ganz beliebige, nur sich selbst micht schneidende, Linien, welche
entweder von einem Verzweigungspuncte aus ins Unendliche gehn
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oder zwei Verzweigungspuncte mit einander verbinden. Ueber
diese Verzweigungsschnitte hiniiber denkt man sich nun die Blat-
ter nicht so zusammenhingend, wie sie natiirlich iber einander
liegen, sondern so, wie die Functionswerthe in einander iber-
gehen. Legen wir z. B. in dem letzten Beispiele des vorigen §
einen Verzweigungsschnitt von a nach b (Fig. 14), so lassen wir,
indem wir den Punct a in der Richtung der wachsenden Winkel

Fig. 14.

NN

““\\:*9__‘ L 4
L2V Sy

umkreisen, iber den Verzweigungsschnitt hiniiber das Blatt 1 mit
dem Blatte 2, dann 2 mit 3 und endlich 3 wieder mit 1 zusam-
menhingen. Wir wollen die rechte Seite des Verzweigungsschnit-
tes o diejenige nennen, welche ein Beobachter zur Rechten hat,
wenn er sich in @ befindet und nach & hinsieht. Geht dann z
von einem Puncte z, im Blatte 1 (w mit dem Werthe ;) aus
und umkreist den Punct ‘@ in der Richtung der wachsenden Win-
kel, so gelangt es, indem es den Verzweigungsschnitt von der
Rechten zur Linken iiberschreitet aus dem ersten Blatte in das
zweite und befindet sich noch darin, wenn es nach z, zuriick
oder vielmehr in den unmittelbar unter z,im 2ten Blatte liegenden
Punct ¢ kommt, sodass jetzt w den Werth w, erlangt hat. Wird
dann der Kreislauf fortgesetzt, so gelangt z, wenn es zum zwei-
ten Male den Verzweigungsschnitt von der Rechten znr Linken
tuberschreitet, in das 3te Blatt und befindet sich noch darin, wenn
es nach dem in diesem Blalte unter z, befindlichen Puncte %
gekommen ist; jetzt hat w0 den Werth w4 erhalten. Ueberschreitet
endlich z den Verzweigungsschnitt zum dritten Male, so nehmen
wir an, dass nun die rechte Seite des 3ten Blattes sich durch
das 2te Blatt hindurch mit der linken Seite des 1sten Blattes
iiber den Verzweigungsschnitt hiniber verbinde, sodass dann z
_aus dem 3ten Blatte in das 1ste hinibertrete und dann wirklich

.
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wieder nach z, zuriickgelangt.*) Jetzt erst ist die Linie wirklich
geschlossen, und w hat auch wieder seinen urspriinglichen Werth
erlangt. In Fig. 14 sind die Linien mit den Nummern der Blatter
bezeichnet, in denen sie verlaufen, und ausserdem die im 2ten
und 3ten Blatte verlaufenden resp. sestrichelt und punctirt. Die
Puncte z,, g, k&, welche eigentlich direct unter einander liegen
sollen, sind der Deutlichkeit wegen neben einander gezeichnet.
In abnlicher Weise hat man sich die Sache bei allen Ver-
‘zweigungspuncten zu denken, und da von jedem solchen Puncte
ein Verzweigungsschnitt ausgeht, so kann die Variable den Ver-
zweigungspunct nicht umkreisen, ohne den Verzweigungsschnitt
zu iberschreiten und dadurch nach und nach in alle diejenigen
Blatter zu gelangen, welche in dem Verzweigungspuncte zusam-
menhangen. Wie in jedem Falle die Verzweigungsschnitte zu
legen sind, hingt von der zu untersuchenden Function ab und
kann meist in verschiedener Weise gewahlt werden. In unserem
Beispiele darf man @ und b durch einen solchen Schnitt verbin-
den, weil bei der Umkreisung des Punctes b in der Richtung der
wachsenden Winkel die Function w; in w,, und diese in w, uiber-
geht (Fig. 14), und daher bei b dieselben Blitter und in dersel-

Fig. 14,
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ben Weise zusammenhingen wie bei a, namlich die rechte Seite
von 1 mit der linken von 2, die rechte Seite von 2 mit der lin-
ken von 3, und die rechte Seite von 3 mit der linken von 1.

*) Dies wiirde sich in Wirklichkeit, z. B. an einem Modell vollstiin-
dig allerdings nicht ausfiihren lassen; aber man kann dadurch ein ganz
anschauliches Modell herstellen, duss man das erste Blatt mit dem zwei-
ten nur lings eines Theiles des Verzweigungsschnittes, etwa mittelst
eines iibergeklebten Papierstreifens, verbindet, ebenso das zweite mit
dem dritten, und dabei eine Liicke lisst, durch welche hindurch das
dritte Blatt mit dem ersten verbunden werden kann. Dies Verfahren
ldsst sich in allen Fillen ausfiihren, z. B. auch da, wo die Blitter 1, 4;
2, 5; 3, 6 gegenseitig in einander iibergehn.
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Bleiben wir noch bei diesem Beispiele stehn, und untersuchen
wir auch den im vorigen § besprochenen Umlauf um a4 und &
und um a und ¢. Bei einem Umlauf um a und p wird der Ver-
zweigungsschnitt gar nicht Gberschritten, sodass z im 1sten Blatte
bleibt; in der That erhalt nach einem solchen Umlauf w in z,
seinen Anfangswerth wieder (vgl. Beisp. 3. § 10). Um die Um-
kreisung der Puncte a und ¢ zu untersuchen, legen wir von ¢
aus einen Verzweigungsschnitt ins Unendliche und lassen hier je
awei der Blatter 1, 4; 2, 5; 3, 6 gegenseitig in einander iber-
gehen.

Fir die hier stattfindenden Ueberginge der Functionswerthe
hatten wir S. 52 folgende Tabelle gefunden:

Umlaufe - um a | um ¢ l um beide
1 w, geht wber in w, w, in wy | wy in w,
2 | wy o o W Wy ., Wy | Wy ,, W

3 Wy »wo o Wy wy, ,, W, Wy , W,

4 Wy v » o Wy Wy Wy | Wy , Wy

5 Wy »  » o Wy | W3, Wy | Wy , W

6 W s v Wy wy ,, W Wg 5 Wy

Diese Ueberginge
sind in Fig. 15 darge-
stellt, indem jede Linie
mit der Nummer des
Blattes bezeichnet ist, in
welcher sie verlauft. Die
eigentlich unter dem
Ausgangspuncte 1 lie-
genden Puncte sind der
Deutlichkeit wegen ne-
ben einander gezeichnet,
und den letzten Punct 1
hat man sich mit dem
ersten als zusammen-
fallend zu denken.

Dieses in unserem Beispiele aus ¢ Blattern bestehende Ge-
biet fir die Veranderliche z bildet nun eine einzige zusammen-
hangende Fliche, indem die Blitler in den Verzweigungspuncten
zusammenhingen und lings der Verzweigungsschnitte in einander
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iibergehen. In dieser Flache ist w eine vollkommen eindeutige
Function des Ortes in der Flache, da sie in jedem Puncte der letzte-
ren denselben Werth erlangt, auf welchem Wege auch die Variable
zu dem Puncte gelangen moge. Beschreibt z zwischen zwei Punc-
ten zwei Wege, welche einen Verzweigungspunct einschliessen, so
muss einer von beiden nothwendig einen Verzweigungsschnitt aber-
schreiten und dadurch in ein anderes Blatt gelangen, so dass die
Endpuncte der beiden Wege nicht mehr als zusammenfallend,
sondern als zwei verschiedene Puncte der z-Flache zu betrachten
sind, in denen dann auch verschiedene Functionswerthe statl ha-
ben. Beschreibt aber z eine wirklich geschlossene Curve, d. h.
fallen Anfangs- und Endpunct der Curve in den namlichen Punct
des namlichen Blattes zusammen, so erhalt auch die Function den

Anfangswerth wieder. Nur wenn die Variable durch einen Ver--

zweigungspunct hindurch geht, kann sie nach Belieben in jedes
der hier zusammenhingenden Blitter iibergehn, und dann bleibt
es unbestimmt, welchen Werth die Function annimmt. (§ 8.)

§ 12.

Um nun im Allgemeinen nachzuweisen, dass wirklich in allen
Fillen durch eine die z-Ebene n-fach bedeckende Flache, deren
einzelne Blatter in den Verzweigungspuncten und langs der Ver-
zweigungsschnitte in der oben erlauterten Weise zusammenhangen,
eine n-deutige Function in eine eindeutige verwandelt werden
kann, haben wir nur unser Augenmerk auf irgend eine scheinbar
geschlossene Linie zu richten, worunter wir eine Linie verstehen
wollen, deren Endpunct unter oder iber dem Anfangspuncte in
einem anderen Blatte wie der letztere liegt. Wenn eine solche
scheinbar geschlossene Linie, welche einen oder mehrere Ver-
zweigungspuncte beliebig oft umwinden mag, und von der wir
nur voraussetzen, dass sie durch keinen Verzweigungspunct hin-
durchfibrt, von der Variablen durchlaufen ist, so wird jeder der
n Functionswerthe entweder ungedndert geblicben oder in einen
anderen iibergegangen sein, sodass die n Werthe wieder simmt-
lich, nur in einer anderen Anordnung, auftreten. Nun kann aber
jede beliebige Anordnung von n Elementen aus einer anderen
Anordnung durch eine Reihe cyclischer Vertauschungen erzeugt
werden. Unter einer cyclischen Vertauschung pter Ord-
nung versteht man namlich eine solche, bei welcher man aus
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den vorhandenen n Elementen beliebige p herausgreift und nun
an die Stelle des ersten ein zweites, an Stelle dieses ein drittes
u. s. w., endlich an Stelle des pten wieder das erste setzt. Eine
solche cyclische ‘Vertauschung pter Ordnung hat die Eigenschaft,
dass nach p Wiederholungen derselben, und nicht friher, die ur-
spriingliche Anordnung wieder zum Vorschein kommt; denn da
an die Stelle jedes Elementes ein anderes, an die Stelle des pten
aber das erste tritt, so kann jedes Element erst dann wieder an
seiner urspringlichen Stelle erscheinen, wenn die simmtlichen
p—1 anderen Elemente an derselben Stelle aufgetreten sind, dann
aber tritt jedes Element auch wirklich wieder an seine urspriing-
liche Stelle. Um nun pachzuweisen, dass jede Anordnung aus
einer anderen durch eine Reihe cyclischer Vertauschungen er-
zeugt werden kann, nehmen wir an, irgend eine Anordnung ent-
stehe aus einer anderen so, dass an die Stelle eines Elementes,
z. B. 1 ein anderes, z. B. 3, getreten sei. An die Stelle von 3
tritt dann entweder 1, und dann haben wir schon eine cyclische
Vertauschung zweiter Ordnung, oder ein anderes z. B. 5. An
die Stelle dieses letzteren tritt nun wieder entweder das erste 1,
und dann haben wir eine cyclische Vertauschung dritter Ordnung,
oder wiederum ein anderes, das nothwendig von den schon be-
nutzten 1, 3, 5 verschieden sein muss. An die Stelle dieses
kann entweder das erste treten, wodurch eine cyclische Vertau-
schung geschlossen wire, oder wieder ein anderes; einmal aber
muss die cyclische Vertauschung sich schliessen, weil iiberhaupt
nur eine endliche Anzahl von Elementen vorbanden ist, und das
erste Element 1 sich an irgend einer Stelle der zweiten Anord-
nung vorfinden muss. Auf diese Weise ist dann eine Reihe von
Elementen abgefertigt. Beginnt man nun mit irgend einem der
noch nicht verwendeten Elemente, so kann man das vorige Ver-
fahren wiederholen, bis alle Elemente erschopft sind und hat so
eine gewisse Anzahl cyclischer Vertauschungen erhalten, welche
pach einander angewendet, die zweite Anordnung aus der er-
sten erzeugen. Hat ein Element bei der zweiten Anordnung seine
Stelle nicht geandert, so kann eine Nicht-dnderung als eine cy-
clische Vertauschung erster Ordnung angesehen werden. Ein
Beispiel moge das Vorige erlautern. Seien die 11 Elemente
123456 789 1 11 °
in die Anordnung
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3 11 5 27 101 9 6 8 4
iibergegangen; so sieht man, dass nach der Reihe
1 3 5 7
in 3 5671
iibergegangen sind; diese bilden also eine eyclische Vertauschung
vierter Ordnung. Geht man dann von 2 aus, so zeigt sich, dass
2 11 4
in 11 4 2
iibergehn; also hat man eine zweite cyclische Vertauschung drit-
ter Ordnung. Das nachste noch nicht verwendete Element ist 6.
Dann geht 6 10 8 9
in 10 8 9 6
iber, und man hat eine dritte cyclische Vertauschung vierter
Ordnung. Jetzt sind alle 11 Elemente erschopft, und folglich
wird die zweite gegebene Anordnung aus der ersten durch die
gefundenen drei cyclischen Vertauschungen erzeugt.

Kehren wir nun zu unseren Functionswerthen zuriick, so
folgt, dass was auch immer fiir eine Anordnung derselben durch
eine scheinbar geschlossene Linie entstehen mag, dieselbe immer
durch eine Reihe cyclischer Vertauschungen der Functionswerthe
hervorgebracht werden kann. Damit ist zuerst die Einfihrung
der Verzweigungspuncte und der von ihnen ausgehenden Verzwei-
gungsschnitte gerechtfertigt, um welche herum die Functions-
werthe nur cyclische Vertauschungen erleiden. Aber diese miis-
sen auch ganz bestimmte sein, denn die Werthinderung, welche
jeder Functionswerth bei einer einmaligen Umkreisung des Ver-
zweigungspunctes erfahrt, erfahrt der namliche Functionswerth
bei einer zweiten Umkreisung wieder, sodass andre als die be-
stimmten Glieder der cyclischen Vertauschung hier nicht vorkom-
men konnen. Dadurch rechtfertigt sich, dass in jedem Verzwei-
gungspuncte nur eine Anzahl ganz bestimmter Blatter zusammen-
hangen. Da endlich jeder scheinbar geschlossene Weg in eine
Reihe von Umkreisungen der einzelnen Verzweigungspuncte um-
geformt werden kann (§ 9), so konnen iberhaupt nur solche
Anordnungen der Functionswerthe vorkommen, welche durch die
bestimmten bei den Umkreisungen der Verzweigungspuncte statt-
findenden cyclischen Vertauschungen erzeugt werden kénnen.

Damit ist dargethan, dass alle Anordnungen, welche die
Functionswerthe einer 7-werthigen Function eingehen kénnen,

N
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durch die cyclischen Vertauschungen um die Verzweigungspnncte
herum hervorgebracht werden; und denkt man sich nun die Blat-
ter der Flache lings der Verzweigungsschnitte in der Weise zu-
sammenhingend, wie die cyclischen Vertauschungen es verlangen,
so vertheilen sich fir jeden Werth von z die einzelnen Func-
tionswerthe auf die einzelnen Blatter, und die Funetion wird in
der That zu einer eindeutigen Function des Ortes dieser Flache.

Hierdurch ist die Vieldeutigkeit der Functionen aufgehoben,
und wir werden nun im Folgenden stets annehmen, dass das Ge-
biet der Veranderlichen aus so vielen Blattern bestehe, als nothig
sind, um eine zu betrachtende vieldeutige Function in eine ein-
deutige zu verwandeln, und werden 2wei Puncte nur dann als
identisch betrachten, wenn sie auch demselben Blatte der Fliche
angehoren. Demgemdss nennen wir eine Linie nur dann wirk-
lich geschlossen, wenn ibr Anfangs- und Endpunct in dem
namlichen Puncte des namlichen Blattes zusammenfallen. Endigt
dagegen eine Linie in einem Puncte, der unter oder aber dem
Anfangspuncte in einem anderen Blatte liegl, so nennen wir die
Linie scheinbar geschlossen.

§ 13.

Hieran -knipfen sich noch folgende Bemerkungen. Beim
Ueberschreiten eines Verzweigungsschnittes setzt sich, wie erlau-
tert worden ist, ein Blatt in ein anderes fort, in der Art, dass
wenn die Variable sich auf demselben fortbewegt, die Function
sich stetig andert. Wenn dagegen die Variable in dem namlichen
Blatte von der einen Seite eines Verzweigungsschnittes auf die
andere Seite desselben hiniiber tritt, so erleidet die Function eine
Unterbrechung der Stetigkeit; in der That wird angenommen,
dass der auf der rechten Seite eines Verzweigungsschnittes be-
findliche Theil eines Blattes mit dem auf der linken Seite liegen-
den Theile desselben Blattes iiber den Verzweigungsschnitt hin-
iber nicht im Zusammenhange steht. In zwei Puncten, welche
* einander unendlich nahe liegen, aber in dem namlichen Blatte
auf verschiedenen Seiten eines Verzweigungsschnittes sich befin-
den, sind daher die Functionswerthe nicht auch nur um ein
unendlich Kleines von einander verschieden, sondern um eine
endliche Grosse, falls die beiden Puncte nicht gerade einem Ver-
zweigungspuncte unendlich nahe liegen. Man drickt dies auch
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kurz so aus, dass man sagt, die Function hat in demselben Blatte
zu beiden Seiten eines Verzweigungsschnittes verschiedene Werthe,
wabrend sie auf den in einander iibergehenden Blattern zu bei-
den Seiten des Verzweigungsschnittes gleiche Werthe hat. Nimmt
man z. B. bei J/z den von dem Verzweigungspuncte z = 0 aus-
gehenden positiven Theil der Hauptaxe als Verzweigungsschnitt
und betrachtet zwei Puncte 1 4+ & und 1 — & welche zu beiden
Seiten des Verzweigungsschnittes unendlich nahe an dem Puncte 1
liegen, indem ¢ eine unendlich klcine (etwa rein imaginare) Grosse
bedeute; nimmt man ferner an, auf der linken Seite der positi-
ven Hauptaxe hitten im ersten Blatte die Werthe von J/z das
Vorzeichen + und daher im 2ten Blatte das Vorzeichen —, so ist
fir z=1 + ¢im ersten Blatte Jz = 4 J1+¢ firz=1—¢
dagegen in demselben Blatte J7 = — J/1—%; denn geht man
von z =1 auf einer geschlossenen Linie in der Richtung der
wachsenden Winkel um den Nullpunct herum nach 1 zurack, so
geht ¥z von + 1 in — 1 idber (§ 10. Beisp. 1). Daber haben
die Werthe von /7 auf der rechten Seite des Verzweigungsschnit-
tes im ersten Blatte das Vorzeichen —, und im zweiten Blatte
das Vorzeichen 4. Lisst man nun z den Verzweigungsschnitt
uberschreiten und von 1 — & im ersten Blatte nach 1 4 & im
zweiten Blatte gelangen, so geht — V1 — s in — J1 4 ¢
iber. Diese Aenderung ist stetig, da der Unterschied gleich
—V1+¢e+ V1i—¢, also mit Vernachlassigung unendlich klei-
ner Grossen zweiter Ordnung gleich — (1 448+ (1— 48 =—¢,
daher unendlich klein ist. Tritt aber z von 1 — & auf dem
rechten Theile des ersten Blattes nach 1 4 ¢ auf dem linken
Theile desselben Blattes hiniiber, so gebht — Y1 —¢in + JV1F ¢
fiber, und dann ist der Unterschied gleich V' 14+¢ + V1 —¢
=1+ } &+ (1 — % & =2, also nicht mehr unendlich klein.
Die Function macht also in der That einen Sprung.

Riemann nsnnt die Verzweigungspuncte auch Windungs-
puncte, weil die Flache sich um einen solchen Punct wie eine
Schraubenfliche von unendlich kleiner Ganghéhe herumwindet.
Hangen dann in einem solchen Puncte nur zwei Blatter der Flache
zusammen, so heisst derselbe ein einfacher Verzweigungs-
punct oder ein Windungspunct erster Ordnung, héingen
aber in ihm »n Blitter der Fliche zusammen, so heisst er ein
Windungspunct (n — 1)ter Ordnung. Fir manche Unter-
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‘suchungen ist es nun wichtig zu zeigen, dass ein Windungspunct
(n — 1)ter Ordnung immer so angesehen werden kann, als wenn
in ihm n — 1 einfache Verzweigungspuncte zusammengefalien
waren. Nehmen wir Dbeispielsweise n =—5 an, so gelangt bei
einem Verzweigungspuncte, in welchem 5 Blatter zusammenhén-
gen, die Variahle nach jedem Umlaufe in das nachstfolgende Blatt,
und eine Curve muss 5 Umliufe um den Verzweigungspunct ma-
chen, ehe sie wieder in das erste zuriickgelangt und sich schliesst.
Dasselbe findet aber auch statt, wenn man 4 einfache Verzwei-
gungspuncte a, b, ¢, d annimmt, in welchen der Reihe nach fol-
gende Blitter zusammenhingen;

in a b ¢ - d

l1und 2 1 und 3 1und 4 1 und 5.

In Fig. 16 sind ad’, b¥, cc, dd
die Verzweigungsschnitte, und
die Zahlen bedeuten die Num-
mern der Blatter, in welchen
die Linien verlaufen. Ueber-
schreitet die Curve von z, aus
den Schnitt ad’, so tritt sie aus
1in 2 und bleibt bei dem gan-
zen Umlauf in 2, weil dies
Blatt in keinem der Puncte &,
¢, d mit einem anderen zusam-
menhingt. Beim ersten Um-
laufe kommt also die Curve aus
1 in 2. Wird nun ae’ zum zweiten Male uberschritten, so tritt
sie aus 2 in 1 und dann bei 55" aus 1 in 3. Dann aber bleibt
sie bis zur Riickkunft nach z, in 3, also bringt der 2te Umlauf
sie nach 3. Erst bei db" tritt sie wieder aus 3 in 1 und dann
bei ¢¢’ aus 1 in 4. In dieser Weise bringt jeder neue Umlauf
die Curve in das nichstfolgende Blatt; nach dem 5ten Umlaufe
gelangt sie daher in das erste Blatt zuriick und schliesst sich.
Man sieht also, dass die Ueberginge hier in derselben Weise
stattfinden, wie bei einem Windungspuncte 4ter Ordnung, nihern
sich daher die 4 einfachen Verzweigungspuncte und fallen schliess-
lich zusammen, so bleibt alles ungeindert. Es zeigt sich zugleich
in diesem einfachen Falle, dass die Anzahl der Umlaufe, welche
eine Curve um ein Gebiet machen muss, um sich zu schliessen,

Fig. 16.
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um 1 grdsser ist, als die Anzahl der in diesem Gebiete enthal-
tenen einfachen "Verzweigungspuncte, da der Windungspunet 4ter
* Ordnung 4 einfachen Verzweigungspuncten aequivalent ist. Es
soll spater gezeigt werden, dass diese Beziehung allgemein gilt.

§ 14.

Es scheint hier der geeignete Ort zu sein, einer Vorstellungs-
art Erwahnung zu thun, welche auch im Unendlichen entweder
eine bestinmte Fortschreitung oder eine Verzweigung maglich
macht. Nach Riemann kann man sich namlich die Ebene, de-
ren Puncte die Werthe einer verinderlichen Grosse darstellen,
im Unendlichen geschlossen, als eine Kugel mit unendlich gros-
sem Radius denken. Der unendlich entfernte Punct kann dann
als ein ganz bestimmter in dieser geschlossenen Fliche aufgefasst
werden. Besteht nun eine Fliche aus n Blattern, so ist jedes
als im Unendlichen geschlossen, als eine Kugelfliche mit unend-
lich grossem Radius zu denken, und in jeder dieser Kugelflichen
nimmt der unendlich entfernte Punct eine bestimmte Stelle ein.
Dann ist es auch denkbar, dass mebrere Blalter in dem Punkte
oo zusammenhingen, und dass dieser ein Verzweigungspunct ist.
Um bei einer durch einen Ausdruck gegebenen Function w =/ ()
zu entscheiden, ob z — oo ein Verzweigungspunct ist, braucht

man pur z=;1‘-zu setzen. Geht dann / (z) in @ (u) dber, so
liefert jeder Verzweigungspunct z = a von f (2) fir ¢ (¥) einen

Verzweigungspunct u =;ll—, und umgekehrt jeder Verzweigungs-

punct ¥ =20 von @ (¥) einen solchen z =117 von f'(z); daher

ist z =o00 ein Verzweigungspunct von f (z) oder nicht, je nach-
dem u = ( ein Verzweigungspunct von ¢ (u) ist oder nicht. Bei
einer im Unendlichen geschlossenen Fliche, bei welcher z = oo
ein bestimmter Punct ist, kann man nicht mehr einen unbestimmt
ins Unendliche gehenden Verzweigungsschnitt ziehen, sondern,
wenn ein solcher ins Unendliche geht, so endet er in dem be-
stinmten Puncte 2 = oo. Zur Erliauterung dieser Vorstellungs-
art geschlossener Flichen und einiger dabei zur Sprache kom-
mender Nebenumstinde mogen ein Paar Beispiele vorgefiihrt wer-
den, wobei wir uns in Betreff der Bezeichmungen der Kiirze
wegen auf die in § 10 und 11 angewendeten beziehen.
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1) Die schon betrachtete Function
3/~
—a
f(z)——-]/z_b +Vz—c

geht durch die Substitution z — %iu

3 — Cu
v=y =5 + e

iber, daher ist # — 0 und also auch z = oo ein Verzweigungs-
punct, und zwar hingen, wie man sieht, hier dieselben Blitter
zusammen, wie im Puncte ¢. Man wird daher einen Verzwei-
gungsschnitt von a nach b, und einen zweiten von ¢ nach oo
ziehen. A

2) Die Function

7@ =;3/ (z— a)g(z —b)

3

W=y 1—au 1—0dy
iber; daher ist z = oo kein Fig. 17.
Verzweigungspunct, sondern nur Ve
1/

geht in

die’ Puncte 0, ¢ und ». Mao
kann nun hier einen Verzwei- /5
gungsschnitt von a durch co nach <7
b, und einen zweiten von ( nach
oo legen (Fig. 17). Dann gehen
aber iber den Theil @ ce hin-
iiber die Blatter in anderer Weise
in einander iber, wie iiber den
Theil » oo, namlich so wie die 5o 1974

Zahlen in der Figur es andeu- N <

ten. Um den Verzweigungspunct 0 in der Richtung der wach-

senden Winkel herum geht f (z) in f%:) = a [ (2), also 1 in" 2

und daber auch 2 in 3, und 3 in 1 iiber. Umkreist man nun
den Punct oo, so geht beim Ueberschreiten von 0 co, 1 in 2,
dann beim Ueberschreiten von & oo, 2 in 3, und endlich beim
Ueberschreiten von @ oo, 3 in 1 iiber. Hier kommt man also
schon nach dem ersten Umlauf in das erste Blatt zurick, die
Function indert ihren Werth nicht, und der Punct oo ist daher

wirklich kein Verzweigungspunct.
Durége, Funct. compl, Var. 5
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Man hétte hier auch die Puncte @ und & durch einen in der
Endlichkeit verlaufenden Verzweigungsschnitt verbinden konnen
(Fig. 18). Dann muss es aber auf dieser Linie einen Punct ¢
geben, wo die Scheidung statt

Fig. 18. !
¢ findet, sodass iber ac hin-
,/ \ T itber die Blatter in anderer
a 227 (4 723 : 3
53 T Weise zusammenhingen, als

=
~r 27 iiber bc. Legt man dann den
\ / zweiten Verzweigungsschnitt
von 0 nach ¢, so bleibt auch
0 y beim Umkreisen des Punctes
¢ die Function ungeandert,
sodass ¢ kein Verzweigungspunct ist. Man kann hier die Sache
in ahnlicher Weise, wie es im 2ten Beispiele des § 10 schon er-
lautert wurde, so ansehn, als wenn der Punct ¢ durch das Zu-
sammenfallen dreier Verzweigungspuncte d, e, / entstanden wire,
welche sich gegenseitig aufgehoben haben, sodass die gegebene
Function aus der folgenden

i"/z—-a.z—b z—1r2

z—d z—e 2* -
dadurch entstanden gedacht wird, dass @ = ¢ = /= ¢ geworden
ist. Man kann hier die Verzweigungsschnitte auch noch auf eine

dritte Art wahlen, indem man einen solchen von a nach (, und
einen zweiten von ( nach & zieht.

3) Die Function

r=yVe—a &z—19

3 — —
® (u) — V(l auzlg(.l bu)

ber, daher ist z = oo ein Verzweigungspunct. Man kann hier
einen Verzweigungsschnitt von @ nach oo und einen zweiten von
b nach oo legen (Fig. 19), und die Blatter so zusammenhingen
lassen, wie die Figur andeutet. Ein Umkreisen des Puncts oo
fahrt dann zuerst Gber » oo von 1 nach 2, und dann iber a4 co
von 2 nach 3, also bei einem Umlaufe von 1 nach 3, sodass die
Function sich andert, und z = oo wirklich als Verzweigungspunct
auftritt. Man bemerke dabei, dass wenn die Bewegungsrichtung
auch hier die der wachsenden Winkel sein soll, die Umkreisung

geht in
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von oo aus gesehn in entgegen- Fig 19.
gesetzter Richtung stattfinden ( -4 (3
muss. Denn setzt man
u=r (cos ¢ — i sin @),
so folgt
1 .
z=_ (cos @ + i sin ).
Beschreibt also % einen Kreis um
den Nullpunct mit kleinem Ra-
dius und in der Richtung der
abnehmenden Winkel, so beschreibt z einen Kreis mit grossem
Radius und in der Richtung der wachsenden Winkel. In diesem
Falle geht ¢ (u) bei einem Umlauf in o2 ¢ (¥), also auch / (2) in
o f (z) aber, d. h. man kommt aus 1 nach 3, wie es die Fi-
gur zeigt. '
Man kann auch hier die Puncte Fig. 20.
a und b durch einen im Endlichen
verlaufenden Verzweigungsschnitt ver- /
. . @ 2371
binden, darauf einen Scheidungspunct 725
¢ annehmen und von diesem einen ~ \
zweiten Verzweigungsschnitt nach oo jf
ziehen (Fig. 20). Auch dann &ndert 14
sich die Function beim Umkreisen
des Punctes ¢ nicht. (
o0

'” \g 3
S/

§ 15.

Bedeutet w eine mehrdeutige Function von z, ## aber eine
rationale Function von w und z (oder auch von w allein), so ist
die z-Flache fir die Functiou 77 ebenso beschaffen, wie fir die
Function w. Denn bezeichnet man mit w, und w, irgend zwei
demselben z zugehorige Werthe von w, mit W, und #; die ent-
sprechenden Werthe von #, so muss W, in #; ubergehen, so
oft w, in w, abergeht, weil jedpm Werthenpaare von z und w
nur ein einziger Werth von W entspricht. Die Ueberginge der
W-Werthe hangen daher in derselben Weise von den von z durch-
laufenen Umkreisungen ab, wie die w-Werthe. Daher hat die
z-Flache fir 7 dieselben Verzweigungspuncte und Verzweigungs-
schnitte wie fir w, und in jedem Verzweigungspumcte héngen

H*
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auch die namlichen Blitter zusammen. Aus diesem Grunde nennt
Riemann alle rationalen Functionen von w und z/ein System
gleichverzweigter Functionen.

Vierter Abschnitt.
. Integrale mit complexen Variabelen.

§ 16.

Man kann das bestimmte Integral von einer Function einer
complexen Verdnderlichen genau in derselben Weise deﬁmren
wie dies bei reellen Variablen geschieht.

Es seien z, und z irgend zwei complexe Werthe der Varia-
blen z. Man denke sich die Puncte, welche diese beiden Werthe
reprasentiren, durch eine beliebige ununterbrochene Linie ver-
bunden und nehme auf derselben eine Reihe eingeschalteter Puncte
an, welche den Werthen z,, z,, ... z, der Variablen entspre-
chen. Ist ferner f (z) eine Function von z, und bildet man die
Summe der Producte

F@) @z —z)+7(z) (zp—z) +...... + £ (z) (2 —z.)
so ist der Grenzwerth derselben, wenn die Anzahl der zwischen
z, und z lings der beliebigen Linie eingeschalteten Werthe ins
Unendliche zunimmt, die Differenzen z, — z,, z, — z,, etc.
also ins Unendliche abnehmen, das bestimmte Integral zwischen
den Grenzen z, und z, also

ff 2)dz =lim [ (zo) (2, — z) + £ (21) (2 — 2)) + o.....
+ 7 (z) (z — 2]
Man sieht, dass diese Definition von der gewdhnlich bei reellen
Variablen gegebenen in nichts Wesentlichem verschieden ist. Ein
Unterschied besteht allerdings darin, dass, wie es die Natur einer
complexen Verinderlichen erfordert, der Weg, den dieselbe zwi-
schen der unteren und der oberen Grenze durchlauft, d. h. die
Reihe der dazwischen liegenden Werthe, nicht vorgeschrieben ist,
sondern durch jede ununterhrochene Linie gebildet werden kann.



Abschn. IV. Integrale mit complexen Variablen. § 16. 69

Von dieser Linie, welche der Integrationsweg genannt wird,
ist das Integral durchaus abhangig.
Aus der Definition folgen unmittelbar folgende zwei Sitze:
1) Bedeutet z, irgend einen der von der Variablen durch-
laufenen Werthe so ist

d. h. durchlauft die Variable die Linie, welche die stetige Auf-
einanderfolge ibrer Werthe darstellt, in umgekehrter Richtung,
so erhilt das Integral den entgegengesetzten Werth.

Man kann ferner zeigen, dass, wie auch immer der Integra-
tionsweg beschaffen sein mag, das Integral

w=ff(z)dz

stets eine Function der oberen Grenze z ist. Denn setzt man
z=x+iy zZg=x, + W,

und nimmt an, der Integrationsweg sei durch irgend eine Be-

ziehung zwischen x und y

P (x, y) =0,
aus welcher
y=1v @ ud =4 ()
folge, gegeben, so hat man
x4y
w= [ 7 (@ + i) (@ + idy).
z, + @,

Dies Integral zerlegt sich in zwei Theile; driickt man in dem
einen alles durch x, in dem andern alles durch y aus, so kann
man schreiben

w_Jf(x+z¢(x))dx+ff(l(y ) + iy) dy

Hierin kann nun auch die Function f auf die Form einer com-
plexen Grésse gebracht werden, dadurch wird man auf lauter
reelle Integrale gefilhrt und dann folgt unmittelbar, dass man auf
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die vorigen Integrale die bei reellen Integralen giiltigen Differen-
tiationsregeln anwenden kann. Alsdann erhilt man

a—"’—fac+zw @) =7 (= + i)

=if Ay +i)=ilx+#
Demnach ist w _ ;0w
oy o’
also (nach § 5) w eine Function von z. Aus dem zweiten der
oben angefiihrten Sitze ergiebt sich daonn, dass w auch als Func-

tion der unteren Grenze betrachtet werden kann. Da ferner (§ 5)

o _ 0% it so folgt auch

dz ~ oz
?i? = (2).

Dagegen darf der bei reellen Integralen giltige Satz, dass, wenn
F (z) eine Function bedeutet, deren Derivirte — f (z) ist,
z

[raya=r@—re

Z,
gesetzt werden kan;, nicht ohne Weiteres auf complexe Integrale
iibertragen werden, denn, wie schon bemerkt, hingt der Werth
eines solchen nicht bloss von der oberen und unteren Grenze,
sondern auch von der ganzen Reihe der dazwischen liegenden
Werthe, d. h. von dem Integrationswege ab.

§ 17.

Um nun den Einfluss zu untersuchen, den der Integrations-
weg auf den Werth des Integrales hat, beginnen wir mit folgen-
der Betrachtung. Es sei : ‘

z=x 4+

die Variable, also x und y die rechtwinkligen Coordinaten des
darstellenden Punctes. Hat man nun ein auf irgend eine Weise
bestimmt begrenztes Flichenstiick, welches aus einem oder auch
aus mehreren Blittern bestehen kann, und bedeuten P und Q
zwei reelle innerhalb des Flachenstiickes aberall endliche und
stetige Functionen von . und y, so soll zundchst bewiesen wer-
den, dass das auf das ganze Flichenstick ausgedehnte
Fliachenintegral

__fj 2 % ax ay
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dem iber die ganze Begrenzung des Flachenstiicks
erstreckten Linienintegral

gleich ist. .[(de + 0ay)

Wir werden diesen Satz nicht bloss fiir den einfachsten Fall
beweisen, dass das Flachenstiick nur aus einem einzigen Blatte
besteht und von einer einzigen einfach in sich zuricklaufenden
Linie begrenzt wird, sondern wir wollen auch gleich die Falle
mit bericksichtigen, in welchen die Begrenzung aus mehreren
abgesonderten geschlossenen Linien besteht, die entweder ganz
ausser einander liegen kénnen, oder von denen eine oder meh-
rere von einer andern ganz umschlossen werden; endlich wollen
wir auch den Fall nicht ausschliessen, dass das Flachenstiick aus
mehreren Blittern besteht, welche iber die Verzweigungsschnitte
hindber in einander iibergehen. Alsdann werden wir jedoch an-
nehmen, dass das Flachenstiick keine Verzweigungspuncte enthalt,
in denen die Functionen P und O unendlich oder unstetig wer-
den. Es muss nun aber, um alle diese Falle zu umfassen, etwas
Bestimmtes iiber den Sinn der Begrenzungsrichtung festgesetzt
werden. Wenn wir, wie es iiblich ist, annehmen, dass die po-
sitiven Richtungen der x- und ‘y-Axe so liegen, dass ein im
Nullpuncte stehender und nach der positiven Richtung der z-Axe
hinblickender Beobachter die positive y-Axe zu seiner Linken
siecht, so wollen wir die positive Begrenzungsrichtung so
annehmen, dass jemand, der dieselbe in dieser Richtung durch-
lauft, das begrenzte Flichenstiick stets an der linken Seite hat.
Man kann dies auch so ausdriicken: Fig. 2L.

In jedem Puncte der Begrenzung
liegt die in das Innere des Flachen-
stiicks gezogene Normale zur posi-
tiven Begrenzungsrichtung so, wie
die positive y-Axe zur positiven -
Axe. Besteht z. B. die Begren-
zung aus einer ausseren geschlos-
senen Linie und einem ganz inner-
halb derselben liegenden Kreise, so
dass die innerhalb dieses Kreises
liegenden Puncte sich ausserhalb des begrenzten Flachenstiicks
befinden, so ist bei der dusseren Linie die positive Begrenzungs-
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richtung die der wachsenden Winkel, bei dem kieinen Kreise da-
gegen die entgegengesetzte, wie es die Pleile in Fig. 21 andeu-
ten. Bei dem Linienintegrale nun, von welchem wir beweisen
wollen, dass es dem angegebenen Flichenintegrale gleich ist,
muss die Integration iber die ganze Begrenzung in der eben er-
lauterten positiven Richtung erstreckt werden.

Wir schreiben das Integral J in der Form

cQ cP
und konnen dann in dem ersten Theile die Integration nach z,
im zweiten Theile die nach y ausfihren. Zu diesem Zwecke zer-
legen wir fiir das erste Integral das Flichenstick in Elementar-
streifen, welche durch einander unendlich naheliegende, der z-Axe
parallel laufende Gerade gebildet werden, und im Falle Verzwei-
gungspuncte vorhanden sind, tragen
wir Sorge, dass durch jeden der-
selben eine solche Gerade hindurch
gehe. Dadurch zerfallt das ganze
\ Flachenstick in unendlich schmale
__________ — \ trapezformige Streifen. In Fig. 22

- ~—1sind z. B. bei einer aus 2 Blattern
\ ",_'__-____.______:._ - _:__/ bestehenden Fliche, welche durch
7 eine einen Verzweigungspunct zwei-

= " mal umgebende geschlossene Linie
\/ begrenzt ist, mehrere solcher tra-
pezformigen Sticke dargestellt, wo- .

bei die im zweiten Blatte verlaufenden Linien punctirt sind. Hebt
man nun irgend einen, einem beliebigen Werthe von y angehd-
rigen, dieser Elementarstreifen heraus, d. h. wenn die Flache
aus mehreren Blattern besteht, alle diejenigen in den verschie-
denen Blittern unmittelbar unter einander liegenden Elementar-
streifen, die demselben Werthe von y angehéren, und bezeichnet

die Werthe, welche die Function O an denjenigen Stellen besitzt,

wo der Elementarstreifen die Begrenzung durchschneidet, von
links nach rechts gerechnet (d. h. in der Richtung der positiven
x-Axe) an den Eintrittsstellen mit

01, 05, O5....
und an den Austrittsstellen mit

0, 0,0, ...
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so ist (Fig. 23)

fg_z'dx=_.01 +0—0, +‘(7'-—..:..’*)
also
ff%‘dxdy":‘j — 04y +f0’ dy +'/-——Q2dy+....._
In den Integralen rechter Hand Fig. 23.

durchlauft y alle Werthe vom
kleinsten bis zum grossten, dy

ist also immer positiv zu neh-
men. Bezeichnet man abernﬁ
die Projectionen der durch
die Elementarstreifen aus der
Begrenzung herausgeschnitte-
nen Bogenelemente auf die
y-Axe, in derselben Reihen- P
folge wie oben genommen, an .
den Eintrittsstellen durch )

dy,, dy,, dy,, ....,
und an den Austrittsstellen durch

ay', ay”, dy”.....

*) Man bemerke dass diese Gleichung auch dann noch richtig bleibt,
wenn %g an irgend einer Stelle, iiber die sich die Integration erstreckt,

unendlich oder unstetig wird, wenn nur Q an dieser Stelle keine Un-
terbrechung der Stetigkeit erleidet. Ist nimlich f (x) eine Function
der reellen Variablen x, welche an einer Stelle x = a stetig ist, wih-
rend ibr Differentialquotient f* (x) an dieser Stelle eine Unterbrechung
der Stetigkeit erleidet, so nehme man zu beiden Seiten von ¢ zwei un-
endlich nahe an a liegende Werthe x und xx an, Liegt dann in dem

Integrale
1
f; @ do

Zo
a zwischen den Grenzen z, und x,, und bleibt f(x) zwischen denselben
stetig, wihrend f’ (x) nur an der Stelle x — « unstetig ist, so kann
man setzen

x4 xh &
j}'(w)da::lim[f/"(x)d.r-l-‘//"(a:)da:],
x, Zy x*

wo der Grenziibergang sich auf dus Zusammenfallen von x, und zy mit

~
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und nimmt aufl die positive Begrenzungsrichtung Riicksicht, so
ist (Fig. 23) ,
dy=—dyy =—dy,=—=—dy;, =----

— + dyr — +dy”= + dy,”—_—""",
folglich

ffggdxdy=.]b1dy1+fgdy'+J’.Q2dy2+ ..... .

In allen diesen Integralen ver-
andert sich y im Sinne der
positiven Begrenzungsrichtung,
,daher vereinigen sich alle zu
einem einzigen, und man er-

W W halt
AN
‘EF—

wenn das letztere Integral auf
die ganze Begrenzung in po-

Fig. 23.

Pl sitiver Richtung erstreckt wird.
£ Ebenso kann man nun auch
da das zweite Integral
g” dxdy

behandeln. Hier zerlegt man das Flachenstick in Elementarstrei-
fen durch gerade Linien, welche der y- Axe parallel laufen und
lasst durch jeden Verzweigungspunct eine solche Gerade hindurch-

a bezieht. Da nun /' (x) von x, bis 2} und von &, bis x, stetig ist, so folgt

/ f (@) dz = lim [f (@) — f (20) + £ @) — @)

und da f (x) an der Stelle £ — a stetig ist, also beim Uebergang zur
Grenze f (z5) und £ (zi) einander gleich werden, oder

lim [f (z3) — f (@)] = 0
ist, so hat man trotz der Stetigkeitsunterbrechung von f’ (x) zwischen
den Grenzen des Integrals doch

ff' (2) do = f (2) — F (20)
EN)

Dieser Fall ist hier mit zu beriicksichtigen, da sich spiter zeigen wird,
dass die Derivirten stetiger Functionen in den Verzweigungspuncten
unendlich gross werden kidnnen (§ 39).
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gehn. Bezeichnet man dann die Werthe, welche die Function P
an den Stellen hat, wo ein Elementarstreifen die Begrenzung
durchschneidet, diese Werthe der Reihe nach von unten nach
oben (namlich in der Richtung der positiven y-Axe) gerechnet,
an den Eintrittsstellen mit
p,pP,P,....

und an den Austrittsstellen mit

p, P, pP",. . ... ,
so ist wieder

j gpdxdy:’_fpid‘”"'fpdx ,/P2d‘r’+ ..... ,

" und darin ist dx positiv. Bezeichnen aber
dx,, dx,, dx,, .... und dx’, dx”, dz”, ...
die Projectionen der herausgeschnitienen Bogenelemente, so ist
mit Beriicksichtigung der positiven Begrenzungsrichtung
dr=+4+dxy, =+ de, =+ dxg —=-----

s

und dahet = —dy' = —dx' = —dz"' — ...

fj'apdxdy=— P, dzx, —fP’da; —fP2d:c2—_ ceeey

_—j Piz,

worin wieder das Integral auf die ganze Begrenzung in positiver
Richtung auszudehnen ist. Setzt man nun beide Integrale zu-
sammen, so folgt, was zu beweisen war,

ff 0 _or dxdy—-dex+0dy)

das Linienintegral auf dle ganze Begrenzung in positiver Richtung
erstreckt.

Dieser hierdurch fiir reelle Functionen P und Q bewiesene
Satz kann sofort fir den Fall erweitert werden, dass P und Q
complexe Functionen der reellen Variablen x und y sind. Nam-
lich setzt man

P=PpP 4iP” 0=0 +i0",

worin P’, P”, (0, Q’ ’ reelle Functionen von x und y bedeuten,.so ist
0 00’ oP
S G- e T
+i j J 00" _ 07" dzay,

und wenn man den Satz auf die reellen Theile der rechten Seite
anwendet,



s
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=J'(p'dz + Jdy + z;f(P”dJ: + ¢ dy,
= f (Pdz + Qdy).

Wir baben bisher angenommen, dass innerhalb des hetrach-
teten Flichentheils keine Verzweigungspuncte oder andere Puncte
licgen, in denen P oder O unstetig ist. Um nun auch solche
Flachentheile mit in die Betrachtung hineinziehen zu konnen, ha-
ben wir nur nothig, solche Puncte mit beliebig kleinen (wirklich)
geschlossenen Linien zu umgeben und dadurch auszuschliessen,
wobei dann diese Linien mit zu der Begrenzung des Flichentheils
gehdren.

S 18.

Aus dem vorigen Satze folgt sogleich der folgende: Wenn
Pdx 4+ 0dy ein vollstaindiges Differential ist, so ist
das Integral f (Pdx 4 Ody) ausgedehnt auf die ganze
Begrenzung eines Fliachensticks, innerhalb dessen
P und O endlich und stetig sind, gleich Null. Denn
wenn Pdx 4+ Ody ein vollstandiges Differential ist, so ist

or_ 20

oy~ o=’
also verschwinden alle Elemente des Flachenintegrals, welches
dem Linienintegrale gleich ist, und folglich ist dieses wie jenes
gleich Null.

Wenn nun w=/[(2)

eine Function einer complexen Variablen z = x + iy ist, so ist
[§ 5 (1] ow __ ;0w __ 0(iw)

oy " 0x oz’
folglich .
wdx 4+ iwdy d.h. w (dx 4 idy) oder wdz
ein vollstindiges Differential, und daher

f f(2)dz =0,

wenn dieses Integral iiber die ganze Begrenzung ei-
nes Flichensticks ausgedehnt wird, innerhalb des-
sen f(z) endlich und stetig ist.

Hieraus folgt weiter: Lasst man die Veranderliche z zwischen
zwei Puncten a und b zwei verschiedene Wege ach und adb
(Fig. 24) durchlaufen, welche zusammen eine geschlossene Linie
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bilden, die fiir sich allein ein Flichenstick Fig. 24.
vollstindig begrenzt, und ist innerhalb des so 8
begrenzten Flachensticks f (z) endlich und

stetig, so ist dber die geschlossene Linie er-

streckt J' £(2) dz = 0.

Um ein auf einem bestimmten Wege genom-
menes Integral kurz zu bezeichnen, wihlen
wir den Buchstaben J und fiigen demselben &
den Integrationsweg in Klammern hinzu, sodass z. B. das auf dem
Wege acb genommene Integral f [ (2) dz durch J (acb) angedeutet
wird. Dann kann man die letzte Gleichung schreiben
J(acbda) = 0.
Nun ist aber (§ 16)
J (acbda) = J (acb) 4+ J(bda)
und J (bda) = — J (adb),
also folgt
J (acb)=J (adb). {
Das Integral f/(z) dz hat also auf zwei verschiede-
nen, dieselben Puncte verbindenden Wegen immer
denselben Werth, wenn die beiden Wege zusammen-
genommen ein Flachenstiick vollstindig begrenzen,
in welchem f(z) endlich und stetig ist.

Hat man nun ein zusammenhangendes Flichenstiick, in wel-
chem /(2) endlich und stetig bleibt, von der Beschaffenheit, dass
jede darin gezogene (wirklich) geschlossene Linie fir sich allein
die vollstandige Begrenzung eines Flichentheils bildet, so hat das
Integral f [ (2) dz auf allen Wegen zwischen denselben zwei Punc-
ten denselben Werth. Lasst man die untere Grenze z, constant
sein, so ist also innerhalb eines solchen Fliachenstiickes das In-
tegral eine einwerthige Function der oberen Grenze, und bezeich-
net F (z) eine Function, deren Derivirte = f (z), so ist inner-

halb jenes Flachenstiicks ‘//“' (2)dz = F (z) — F (z,), da in die-
Zo .

sem’ Falle der Werth des Integrals von dem Integrationswege un-

abhingig ist.

Es tritt hier die grosse Bedeutung hervor, welche solchen
Flachen zukommt, in denen jede geschlossene Linie fiir sich allein

1L
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die vollstindige Begrenzung eines Flichentheiles bildet. ~Riemann
hat die Flichen von dieser Beschaffenheit mit dem Namen ein-
fach zusammenhingende Flachen bezeichnet. Eine solche
ist z. B. eine Kreisfliche. Ist in einer solchen f (z) uberall ste-

tig, so ist, wie bemerkt, ‘/;" (2) dz in derselben eine einwerthige
Zy

Function der oberen Grenze. Wenn dagegen /() in einer Kreis-
flache unendlich gross wird, z. B. nur in einem Puncte @, und
umgiebt man diesen, um ein Flachen-
stiick zu erhalten, in welchem /f(2) ste-
tig bleibt, mit einem kleinen Kreise %,
und schliesst den Punct @ dadurch aus,
so ist die so entstehende ringformige
Fliche (Fig. 25) nicht mehr einfach zu-
sammenhingend; denn eine Linie m,
welche den kleinen Kreis 4 ganz um-
schliesst, _bildet fiar sich allein noch
nicht die vollstindige Begrenzung eines
Flachentheils, sondern erst m und ¥ zusammen Demnach hat
zwar das auf m und % zugleich erstreckte Integral den Werth
Null, wenn aber das auf 4 allein ausgedehnte Integral nicht gleich
Null ist, so kann auch das lings m genommene nicht Null sein.
Innerhalb einer solchen Fliche, welche Riemann mehrfach zu-
sammenhingend nennt, kann daher die Abhangigkeit des In-
tegrals von dem Integrationswege bestehen bleiben und dann das
Integral eine vieldeutige Function der oberen Grenze sein.®)

Fig. 25.

§ 19.

Wir lassen jetzt die Voraussetzung, dass die Function f(z)
in dem zu betrachtenden Fliachenstiicke iiberall stetig sei, fallen
und gehen zur Untersuchung von Integralen @ber, deren Integra-
tionswege Flachentheile begrenzen, in denen die Function nicht
mehr aberall stetig ist.

Wenn £ (z) in irgend einem Puncte eines Flachenstiickes un-
endlich oder unstetig ist, so soll ein solcher Punct ein Unste-
tigkeitspunct genannt werden. Er kann zugleich ein Verzwei-

*) Siehe Abschnitt IX und X,
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gungspunct sein oder auch nicht. Giebt es nun in einem Fla-
chenstacke Unstetigkeitspuncte, so ist man nicht mehr in allen
Fallen berechtigt zu schliessen, dass das tuber die ganze Begren-
zung des Flichenstiicks ausgedehnte Integral den Werth Null
habe, weil der Beweis dieses Satzes wesentlich auf der Voraus-
setzung beruht, dass / (z) innerhalb des Flachenstiickes nicht un-

stetig wird. Aber man kann zeigen, dass, welchen Werth-

das Integral auch haben mag, es seinen Werth nicht
andert, wenn man das Flachenstick um beliebige
Stacke vergrossert oder verkleinert, wenn nur f(z)
innerhalb der hinzugekommenen oder ausgeschiede-
nen Flachentheile endlich und stetig ist. Denn wird
erstlich ein binzukommendes oder ausgeschiedenes Flachenstiick
selbst von einer Linie vollstandig begrenzt, wie z. B. 4 oder B
(Fig. 26, wo abcda die urspriingliche Begrenzung sei), so ist,
wenn [ (z) innerhalb 4 und B stetig ist, das auf die Begrenzung
von A oder B erstreckte Integral gleich Null; es kann daher die
Begrenzung von 4 oder B beliebig der urspriinglichen Begren-
zung hinzugefiigt werden, obne dass der Werth des Integrals sich
andert. Wird aber das hinzugekommene oder ausgeschiedene
Flachenstiick zum Theil von der urspriinglichen Begrenzung mit
begrenzt, wie bfdcb oder bcdeb, so ist

J(bfd) =J(bcd) =J (bed),
wenn f (z) innerhalb jener .
Flachentheile stetig ist. Da- Fig. 26.
her kann der Begrenzungs-
theil bcd beliebig durch
bfd oder bed ersetzt wer-
den, ohne dass das Integral
seinen Werth andert. Hier-
aus folgt weiter, dass man
auch eine geschlossene Li-
nie, welche entweder allein
die Begrenzung eines Fla-
chentheils bildet oder doch
zu den Begrenzungssiiicken eines solchen gehort, durch eine be-
liebige -weitere oder engere geschlossene Linie ersetzen kann,
wenn nur dadurch keine Flachentheile ein- oder austreten, in
denen f (z) unendlich oder unstetig wird, denn um z. B. abcda

Iv.
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in ghkg zu erweitern, braucht man nur zuerst bcd durch bhkd
und dann dab durch dkghb zu ersetzen. Endlich kann man
auch ein Fliachenstick abcda (Fig. 27) durch ein ringformiges
Fig. 27. Stiick, das von der Linie dldch
g und der Linie m begrenzt wird,
vergrdssern, wenn nur die Func- .

V4 @ lion f (z) in dem Ringe stetig
bleibt, mag sie auch innerhalb
m unstetig werden. Deon unter

4 dieser Voraussetzung ist
J (bldch) + J (m) = 0.

Setzt man also
J (dabcd) =S8,
so ist auch
S=J (dabcd) + J (bldch) + J (m) ' -

=J (dab) + J (bcd) + J (bld) + J (dcd) + J(m)

und da

Jcd) 4+ J(dcb) =0
ist, * S=J(dab) + J (bld) + J (m)
oder * S=J(dabld) 4 J (m).
In ahnlicher Weise lasst sich die Richtigkeit des Satzes in allen
Fillen darthun. Ganz allgemein aber, auch far Flachenstiicke,
die aus mehreren Blattern bestehen, kann er so bewiesen wer-
den. Wird eine beliebige Fliche 7 so in zwei Theile 4 und B
getheilt, dass f(z) in- 4 stetig ist, und bezeichnet man das iber
die Begrenzung eines Theiles, z. B. 4 erstreckte Integral f f(2)dz
durch J (4), so ist

J (4) = 0.

Haben nun die Theile 4 und 2 keine gememschafthchen Begren-
zungsstiicke, so bilden die Begrenzungen von 4 und B zusam-
men die Begrenzung von 7' und daher ist

J(T)=J(4) + J(B)
und folglich auch '
J(T)=J (B).
Gehoren dagegen gewisse Linien C sowohl zur Begrenzung von 4,
als auch zu der von B, so werden diese Linien, wenn man die
Begrenzungen von 4 und B hinter einander in der positiven
Richtung durchlauft, zweimal und zwar in entgegengesetzter Rich-
tung durchlaufen; die langs € genommenen Integrale heben sich
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daher auf; die dbrigen Begrenzungstheile von 4 und B aber bil-
den die ganze Begrenzung von 7, und daher hat man wieder

J(T)=J(4) + T (B)

J(T)=J (B).

Da nun hiernach der Theil 4 aus der Fliche 7 ausgeschieden
werden kann, so kann auch umgekehrt eine Fliche B durch Hin-
zufiigung einer Flache 4, in welcher die Function stetig bleibt,
erweitert werden, ohne dass das Begrenzungsintegral sich andert.

Hierauf stiitzt sich nun ein anderer wichtiger Satz. Bildet
eine geschlossene Linie (I) fir sich allein die vollstindige Be-
grenzung eines Flachentheils, und wird die Function f (z) inner-
halb desselben in den Puncten a,, a,, a3, - - - - unstetig, so um-
gebe man jeden einzelnen .dieser Puncte mit einer beliebig kleinen
geschlossenen Linie, z. B. mit einem kleinen Kreise, der aber,
wenn einer dieser Unstetigkeitspuncte zugleich ein Verzweigungs-
punct ist, so viele Male durchlaufen werden muss, als Blatter in
letzterem zusammenhingen. Alsdann bilden alle diese Kreise, die
mit {4,), (4,), (4,), - - - - bezeichnet werden mdgen, mit der ausse-
ren Linie (7) zusammen die Begrenzung eines Flachenstiickes, in
welchem /(z) stetig ist. (Fig. 28, wo die Fig. 28,
punctirten Linien im zweiten Blatte ver- Vs
laufen). Folglich ist das auf diese ganze
Begrenzung in positiver Richtung er-
streckte Integral [ f(z)dz gleich Null.
Wird nun aber die aussere Linie (Z) in
der Richtung der wachsenden Winkel
durchlaufen, so. miissen die kleinen
Kreise (4,), (4,), (4,), ---- in der
Richtung der abnehmenden Winkel
durchlaufen werden. Bezeichnet man daher die auf die Linien
(), (4,), (4,), (Ag), - - - - in der Richtung der wachsenden Winkel
erstreckten Integrale [ /(z)dz resp. mit I, 4;, 4,,74;,+---, so ist

I— 4 — 4,—4,....=0

und folglich

oI
&
¢

-
e
’
/
/

und folglich
: _I==A1+A2+A3+....

Befindet sich nun die Linie (7) in einem Flachensticke 7', wel-

ches keine anderen Unstetigkeitspuncte enthilt, als die von ihr

umschlossenen a,, a,, a5, . ..., so behalt das Integral 7 nach
Durége, Funct. cempl, Var, 0
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dem vorigen Satze scinen Werth, wenn es auf die Beg g
(von 7 ansgedehnt wird, und daber erhalten wir den Satz: Das
Integral j/ 'z, dz, ausgedehnt auf die ganze Begren-
zang eines Flichensticks T, ist gleich der Summe
der Integrale liangs kleiner geschlossener Linien.
welche die sammtlichen innerbalb 7 befindlichen Un-
stetigkeitspuncte einzeln umgeben, alle Integrale in

derselben Richtung genommen

Durch die vorige Betrachtung sind wir nun auf die Unter-
suchung solcher ‘geschlossener Integrationswege gefiihrt worden,
welche nur einen einzigen Unstetigkeitspunct umgeben. Dabei
missen wir aber unterscheiden, ob der Unstetigkeitspunct zugleich
ein Verzweigungspunct ist, oder nicht. Betrachten wir zuerst
einen Ponct a, welcher nicht Verzweigungspunct ist, und in wel-
chem f (z) unendlich gross wird. Nimmt man das Integral

A=ff(z)dz

langs einer diesen Unstetigkeitspunct umgebenden Linie, welche
weder einen andern Unstetigkeitspunct noch auch einen Verzwei-
gungspunct einschliesst, so kann diese durch einen kleinen Kreis
um den Punct ¢ mit dem Radius » ersetzt werden, welchen man
auch ins Unendliche abnebhmen lassen kann, ohne dass der Werth
des Integrals sich indert. Schreibt man dann

—J(z—a

z—a==r(cos ¢ + ¢sin q))
Fig. 29. so Dbleibt, wenn z den kleinen Kreis
durchlauft, » constant, und ¢ wichst
von 0 bis 2. Dabei wird angenom-
men, dass der Punct z seine Bewe-
gung aus dem Puncte z, beginne, in
welchem eine aus o mit der positi-
ven Hauptaxe parallel gezogene Gerade
den Kreis durchschneidet (Fig. 29).
Dies ist gestattet, da der Anfangs-
punct der Bewegung willkiirlich gewihlt werden kann. Um nun

und setzt

o X

dz

.—, urch r und @ auszudricken, bemerke man mit Riemann,
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dass dz einen von einem beliebigen Puncte z der Peripherie des
Kreises ausgehenden unendlich kleinen Kreishogen bedeutet, dessen

Centriwinkel — do ist. Bezeichnet man den Endpunct dieses
unendlich kleinen Kreishogens mit 2’, so ist
dz -— z’ —_—z , _dz_ —_ Z——__z .
z—a zZ—a
Nun ist aber § 2. S. 20 gezeigt worden, dass
22 =" (— cos @ 4 isin @)
zZ—a az

ist, wo « den Winkel @22z bedeutet. Dieser ist in unserem Falle
ein Rechter, also

dz . zZ
= 2

zZ—a az
Die Linie zz' ist ein Kreisbogen mit dem Centriwinkel dg, also
= rdg, az der Radius, also = r, folglich erhilt man
= _ 7 rdy = idep.
zZ—a r

Setzt man dies ein, so folgt

54;.0/1(z—a)f(z)z'd¢p.

Lasst man jetzt den Radius r des Kreises ins Unendliche abneh-
men, so nahern sich die Puncte z der Peripherie des Kreises
dem Puncte @,z —a also der Null, wahrend / (z) unendlich
gross wird. Wenn pun der Fall eintritt, dass f (z) fir z=a
so unendlich wird, dass das Product (z — @) f(z) sich einem be-
stimmten endlichen Grenzwerth p néahert, also ’

[lim (z — a) f (2)] =p

z=a

ist, so folgt 2
A_—-_fpidq) = 2xip,

0
und dadurch ist der Werth des Integrales durch den Grenzwerth
von (z — a) f (2) ausgedriickt, wenn derselbe ein endlicher und
bestimmter ist. Dieser Werth von 4 indert sich nach IV nicht,
wenn die Integration auf die vollstandige Begrenzung eines Fla-
chentheils ausgedehnt wird, innerhalb dessen keine Verzweigungs-
puncte und keine Unstetigkeitspuncte ausser @ sich befinden.

Als Beispiel diene
dz .
14 22
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Hier ist
1 1
rO=1=z=g=9e+y’
welches fiir z = ¢ unendlich wud ohne dass dieser Punct ein

Verzweigungspunct ist (die Function ;—— + s hat uberhaupt keine
Verzweigungspuncte). Ferner ist

p__[hm 1 i,] [hm ] =L,
+2 =i 2i i 2i

dz
_/l-{-z’ =

das Integral auf eine den Punct ¢/ umgebende geschlossene Linie
in der Richtung der wachsenden Winkel ausgedehnt.

Liegen nun in einem Flachenstiicke 7' zwar keine Verzwei-
gungspuncte, wohl aber die Unstetigkeitspuncte a,, a,, a3, etc.,
und wird f(z) in diesen Puncten so unendlich, dass die Producte
(z—a,) [ (2), (z— ay) [ (2), etc. sich bestimmten endlichen Grenz-
werthen p,, p,, etc. ndhern, sodass

[im (z —a,) f (2)] = p,
STz=ay
flim (¢ — ay) / (@], = ps
z=a,
etc.
ist, so erhalt man fir das auf die ganze Begrenzung von 7' er-
streckte Integral [/ (z) dz den Werth (V. § 19)

also

ff(z)dz=2)ri(p’+p2+p3+ ..... ).
In dem vorigen Beispiele wird
1
[&)=1y=

auch fic z = — 7 unendlich gross, und fir diesen Punct er-
halt man

T 1 _ 1
P= [hm 1+%’]z-——z [hm o t]z-——;— T
also auf eine den Punct — ¢ umgebende Linie erstreckt

dz
'1—_*_—1’ == — 7. \
Fir eine Linie, welche beide Puncte 4+ ¢ und — ¢ in der Rich-
tung der wachsenden Winkel umgiebt, wird daher dieses Integral
=n—x=0.
Vermittelst solcher geschlossener Linien, die nur einen ein-
zigen Unstetigkeitspunct umgeben, kann man nun innerhalb eines
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Flachentheils, der keine Verzweigungspuncte der Function / (2)
enthalt, die fir verschiedene Integrationswege geltenden Werthe
der Integrale auf einander bezichen. Wenn zwei Wege bec und
bdc (Fig. 10, nur einen Unstetigkeitspunct a4 und keinen Ver-
zweigungspunct einschliessen, so kann der eine, r. B. bdc da-
durch ersetzt werden, dass man dem anderen bec eine den Un-
stetigkeitspunct umgebende geschlossene Linie bghb vorangehen
lasst. Denn nach 1IV. § 19 ist
J (bghb) =1J (bdcedb) =J (bdc) — J (bec)
also - J (bde) = J (bghd) + J (bec)
oder auch J (bec) =—— J(bghb) + J (bdc)
=J (bhgd) + J (bdc).
Fig. 10. Fig. 11.
(4

Ebenso verhdlt es sich, wenn zwei Wege mehrere Unstetig-
keitspuncte, aber keine Verzweigungspuncte elnschliessen. Umge-
ben z. B. die Wege z,ed und z,cd (Fig. 11) zwei Unstetigk eits-
puncte a und b, so ziche man aus z, um jeden derselben eine
geschlossene Linie z,/gz, und z,hkz, Dann ist
J (zof920) + J (zghkz)) =T (zgedcz)
=J (zged) — J (z4cd)
also (zoed) =J (zo/92) + J (zohkzy) + J (z4cad).
Man kann daher den einen Weg dadurch ersetzen, dass man dem
andern geschlossene Linien um je einen der Unsleti gkeilspuncte
vorhergehen lasst.
Wie sich das Integral 4 um einen Unstetigkeitspunct @ ver-
halt, wenn darin (z— a) / (2) nicht mehr einen endlichen Grenz-
werth hat, kann erst spater (Abschnitt VIIL) bestimmt werden.

§ 21.
Wir gehen nun zu dem Falle iiber, dass der Unstetigkeits-
punct zugleich ein Verzweigungspunct ist, in welchem Falle er
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mit b, und der Integralwerth fir eine um ihn gelegte Linie mit
B bezeichnet werden soll; wir nehmen an, dass in diesem Puncte
m Blatter der Fliche zusammenhingen. Will man hier eine ge-
schlossene Linie haben, die den Punct b umgiebt, so muss die-
selbe m Umlaufe um & machen, also z. B. die Peripherie eines
Kreises m Mal durchlaufen werden. Riemann fihrt fir diesen
Fall statt z eine neue Variable § ein, indem er setzt
. fr=2z—0,

welche also fir z =5 den Werth ( erhilt, und untersucht, wie
sich die Function / (2) als Function von § betrachtet, an der
Stelle £ =— 0 verhilt. Zu diesem Ende sehen wir zuerst zu,
welche Linie ¢ beschreibt, wahrend z einen geschlossenen Kreis,
d. h. also 7 Umliufe um einen solchen zuricklegt. Setzt man
wieder

also

z—b=r (cos ¢ + isin @),

g__r% 1 N )
=r" (cos — @ + i sin ¢

1 .
so bleibt r, also auch ™ conslant, und daher beschreibt ¢ eben-
falls einen Kreis und zwar.um den Nullpunct. Hat aber z einen
Umlauf vollendet, sodass @ von 0 bis 27 gewachsen ist, so ist

% @ von 0 bis 2"'—” gewachsen, also hat { den mten Theil der Pe-

ripherie zuriickgelegt. Bei dem zweiten Umlaufe des z beschreibt
¢ auf’s Neue einen mten Theil der Peripherie, und ebenso bei
jedem neuen Umlaufe des z. Hat z daher m Umliufe  gemacht
und ist auf seinen Ausgangspunct zuriickgekommen, so hat ¢ die
ganze Peripherie des Kreises gerade einmal durchlaufen. Den
m Flachentheilen, welche von dem Radius r wihrend jedes Um-
laufes dberstrichen werden, entsprechen also 7 Kreissectoren,

jeder mit dem Centriwinkel ?mf Diese fagen sich an einander

und bilden zusammen eine einfache Kreisfliche. In Fig. 30. ist
angenommen, dass in dem Puncte b drei Blatter zusammenhingen,
welche dber den Verzweigungsschnitt %" hiniber in einander
ibergehen. Die in den drei Blittern verlaufenden Kreislinien sind
der Deutlichkeit wegen neben einander gezeichnet, und die im
1sten, 2ten und 3ten Blatte verlaufenden Linien resp. durch eine
ausgezogene Linie, durch Striche und durch Puncte bezeichnet
worden. Dann entspricht
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der Flache cde der Kreissector coe’

R " cog’

w s ghe ’ goc,
dem ganzen von der geschlosse- Fig. 30.
nen Linie cdefghc begrenaten 5.

Flachentheile entspricht daher die
einfache Kreisfliche c’e¢'g’'c’. Es
ergiebt sich also, dass, wahrend

z, alle m Blatter durchlaufend,
erst nach m Umlaufen zu seinem
Ausgangspuncte zuriickkommt, dies

bei ¢ schon nach dem ersten Um-
laufe eintritt, Die Variable £ tritt £
daher aus ihrem ersten Blatte nicht
heraus, und folglich hat die Func- 2

tion f{(2) als Function von § betrach-

tet an der Stelle =0 keinen Ver- 7

zweigungspunct. Wenn wir dem- '

nach in dem Integrale f [(2)dz ausgedehnt auf eine geschlossene
Linie, welche den Verzweigungs- und Unstetigkeitspunct » um-
giebt, ¢ als Variable einfihren, so konnen wir die Betrachtung
des vorigen § anwenden, weil £¢==0 kein Verzweigungspunct,
sondern ein blosser Unstetigkeitspunct ist. Es gehe nun durch

1
die Substitution von {= (z— &) die Function f(z) in ¢ (£) aber;
dann wird, weil dz = m {»—1dg, ist, :

p=m[trrg@a=n [t 0%

1

Setzt man der Kiirze wegen % =1, also {=r"(cos ¥ + ésiny),

so wichst bei dem ganzen Umlaufe ¢ von 0 bis 2, und da wie
dg

oben T = idy ist, so erhilt man

2n
B=n [to@iaw.

Nun ist der Annahme nach ¢ (f) fir { = 0 unendlich gross.
Geschieht dies Unendlichwerden aber so, dass eins der Producte

9@, Eo@,..... 9 (@)
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sich einem endlichen Grenzwerthe nahert, so ist

[tim £~ 9 (5], _ = 0.
Lasst man also den Radius » der um den Punct b beschriebenen
Kreislinien ins Unendliche abnehmen, so wird dann

B=‘/}'(z)dz=0.

Kehren wir nur wieder zur Variablen z zuriick, so erhalten wir
den Satz: Wenn das Integral ff(z) dz auf eine geschlos-
sene Linie ausgedehnt wird, die einen Unstetigkeits-
punct umgiebt, der zugleich ein Verzweigungspunct
ist, in welchem m Blatter der Flache zusammenhin-
gen, so hat dasselbe immer den Werth Null, wenn

eins der Producte
2 m—1

1
E—0"f(2), G—=b"F@),....2—=b)™ f(2)
sich einem endlichen Grenzwerthe nahert.
Als Beispiel diene

Jr=i=en
(1—2z2%) (1 — A22?)

Hier ist

1
&)= Vi) =~z

welches fir z=—1 unendlich wird. Dieser Punct ist zugleich
ein Verzweigungspunct, in welchem zwei Blatter zusammenhangen.
Man setze daher
f=z—1
und erhilt
1

Z) = = ’
70 =90= gverma—raren
sodass in°der That { — 0 kein Verzweigungspunct fir ¢(f) ist.
Nun erhalt man

lim [(z—l)* f(z)]

folglich ist

— 1 Y
. iVa(1—k)

_ = e

z=

(im (z—1)/z)] _ =0

z=1
und daher auch

N )
fmfm——k)—"
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wenn das Integral lings einer den Punct z — 1 umgebenden ge-
schlossenen Linie genommen wird. Denselben Werth hat das In-
tegral auch, wenn die geschlossene Linie einen der drei anderen

Verzweigungspuncte — 1, 4 —,1‘—, — % umgiebt.

Die Untersuchung, welchen Werth das Integral B hat, wenn
die Voraussetzungen des vorigen Satzes nicht erfallt sind, kann
erst spater (Abschnitt VIII) vorgenommen werden.

Fiinfter Abschnitt.
Der Logarithmus und die Exponentialfunction..

S 22.

Da wir in der Folge von einigen Eigenschaften des Loga-
rithmus Gebrauch zu machen genothigt sein werden, so miissen
wir fir einen Augenblick die allgemeinen Betrachtungen unterbre-
chen und uns zuerst mit dieser speciellen Function beschaftigen.
Dabei erscheint es nicht unzweckmassig, diese Untersuchung etwas
vollstandiger zu fiilhren, als es fir die beabsichtigte Anwendung
nothwendig gewesen wire, und auch gleich daran die Betrach-
tung der aus dem Logarithmus folgenden Exponentialfunction an-
zuschliessen. Da wir es hier alsdann mit einem speciellen Falle
der in den Abschnitten IX und X anzustellenden allgemeinen Un-
tersuchungen zu thun haben, so kann dies Beispiel auch dazu
dienen, fir jene spateren Betrachtungen die Vorstellungen zu
fixiren.

Wir bezeichnen nach Riemann mit dem Namen Logarithmus
jede Function f(z), welche die Eigenschaft hat, dass

[z) =[(z) + W) (5)
ist. Dadurch ist die Function bis auf eine Constante vollstindig
bestimmt, denn wir werden daraus alle ihre Eigenschaften ablei-
ten konnen. Setzt man zuerst v = 1 und lasst z beliebig, so folgt

f(&)=rlz) +r1)
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also
f(1)=Log1=0.
Setzt man aber ¥ — 0, so erhalt man
7(0) =7 + 7(0);
giebt man nun dem z einen Werth, fiir welchen f(z) nicht gleich
Null ist, so folgt
7(0) = Log 0 = oo;
aus demselben Grunde wird auch Log oo unendlich gross. Man
kann ferner den Logarithmus durch ein Integral ausdricken.
Denn differentiirt man die Gleichung (5) particll nach u, so folgt
zf (zu) =1"(w),
und wenn man dann % =—1 setzt
zf (z)=/["(1).
Die Constante /" (1) bezeichnen wir mit 7. Von dieser Constanten
hingt der Werth des Logarithmen einer Zahl ab. Die Logarith-
men aller Zahlen, die man erhalt, wenn man der Conslanten
m einen bestimmten Werth beilegt, bilden zusammen ein Loga-
rithmensystem, und man nennt die Constante m den Modulus
dieses Logarithmensystems.

Aus der Gleichung

folgt nun
6) df(z) =dLogz=m
also
[(2)=m - T C.

Da /(1) = 0 ist, so erhalt die Constante C den Werth Null, wenn
man dem Integral die untere Grenze 1 zuertheilt und z reelle
Werthe durchlaufen lisst. Wir setzen daher auch im Allgemeinen

z

Logz=m &
z

und haben damit den Logarithmus durch eine bestimmtes Integral
ausgedriickt. Far die Analysis sind die Logarithmen desjenigen
Systems die einfachsten, in welchem die Constante m den Werth
1 bat. Diese nennt man natirliche Logarithmen, und wir wer-
den im Folgenden solche unter dem Zeichen log z - verstehen.
Dann ist also
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log z = %,
. 1
und daher

Log z =m.log z.
Setzt man
z=r(cos @ + isin @),
so erhalt man
dz = (cos @ + isin @) dr + r (— sin @ + i cos @) dop
= (cos @ + ¢ sin @) (dr + ir dy),
also

Geht nun z auf irgend einem Wege von 1 nach einem beliebigen
Puncte z, so durchlauft » die reellen Werthe von 1 bis r, und
@ von 0 bis ¢, daher ist

z r
dz dr .
f;—— — tio
1 1

logz=logr + i . (7)
Hierdurch ist log z auf die Form einer complexen Grosse ‘ge-

oder

r
bracht, denn da r in dem Integral / ? nur reelle und positive
'l .

Werthe annimmt, so ist auch log » reell; und man sieht zugleich,
dass log r positiv oder negativ ist, je nachdem r grosser oder
kleiner als 1 ist; denn da r immer positiv ist, so hewegt sich
der darstellende Punct auf der positiven Hauptaxe im ersten Falle
nach der positiven, im letzteren Falle nach der negativen Seite,

und daher sind im ersteren Falle alle Elemente g positiv, im

letzteren alle negativ.

Wir ersehen ferner, dass der Logarithmus von dem Integra-
tionswege abhingig ist; denn bezeichnet ¢ den Werth, den die-
ser Winkel erreicht, wenn z auf einer den Nullpunct nicht um-
windenden Linie, bei welcher die Winkel wachsen, von 1 nach
z geht, so ist ¢ — 27 der Werth, den dieser Winkel annimmt,
wenn die Linie auf der anderen Seite des Nullpuncts, also in
der Richtung der abnehmenden Winkel von 1 nach =z fihrt;
und wird der Nullpunct von einer Linie » Mal in der Richtung
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der wachsenden Winkel umwunden, so erreicht ¢ in z den Werth
@ + 2 nw. Demnach ist vollstindig

log z=1log r + ip + 2nmxi.
Hierdurch bestatigen sich unsere allgemeinen Betrachtungen. Die

Function —:— hat keinen Verzweigungspunct, dagegen den Unste-

tigkeitspunct z = 0. Lasst man z eine geschlossene Linic um
den Nullpunct beschreiben, so ist der Werth des auf diese Linie
in der Richtung der wachsenden Winkel erstreckten Integrals
= 2xi, weil ’
p=[imsi] =1

z=0 )
ist (§ 20). Durch die am Schlusse des § 20 angesteliten Be-
trachtungen erhalt man dasselbe Resultat wie oben.

Hieraus folgt nun, dass die Function log z in keinem Puncte
der Ebene einen vollig bestimmten Werth hat und in irgend zwei
unendlich nahen Puncten durch passende Anordnung des Integra-
tionsweges Werthe erhalten kann, die um ein Vielfaches von 2 =i
von einander verschieden sind. Um diese Unbestimmtheit so viel
als maglich zu beschranken, denke man sich aus dem Nullpuncte
eine ins Unendliche verlaufende Linie o¢ (Fig. 31) gezogen, welche

Fig. 31. sich selbst nicht schneidet. Eine solche Linie
wird nach Riemann ein Querschnitt ge-
pannt. Dann muss von je zwei von 1 nach
z fihrenden Wegen, welche den Nullpunct
einschliessen, der eine nothwendig den Quer-
schnitt durchschneiden, und folglich nimmt
log z auf allen den Querschnitt nicht @ber-
schreitenden Wegen in jedem Puncte z einen einzigen ganz be-
stimmten Werth an, der sich auch mit z uberall stetig andert.
Nur auf den Puncten des Querschnitts selber bleibt die Unbe-
stimmtheit bestehen. Bezeichnet man nun die unendliche Ebene,
in welcher z sich bewegt, mit 7, und denkt dieselbe lings des
Querschnittes og wirklich durchgeschnitten, so entsteht eine
Flache, die mit 7 bezeichnet werden mége. Inuerbalb dieser
kann nun der Querschnitt nicht aberschritten werden, und daher
ist log z innerhalb 7" eine einwerthige iberall stetige Function
von 2. In der Fliche 7' dagegen wird log z beim Ueberschrei-
ten des Querschnittes unstetig. Denn sind 2z, und 2z, zwei zu
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beiden Seiten des Querschnittes unendlich nahe an einander lie-
gende Puncte (z; etwa rechts und z, links von der Richtung og),
und lasst man z von 1 aus iber z; und z, eine geschlossene
Linie um den Nullpunct beschreiben, so ist

J1zy2z,¢1)=J(12)—J(lczy) =2mi.
Bezeichnen also w, und w, die Werthe, welche log z, zunichst
in 7” betrachtet, in z, und z, annimmt, sodass

w,=1J(1z) wy,=J (lcz,)

ist, so hat man

' w, — w, = 27i.
Denkt man sich also nun die Fliche 7' wieder hergestellt, so springt
log z, wenn z von z; nach z, geht, plétzlich von e, in w, —2 xi,
oder wenn z von z, nach z; geht, plotzlich von w, nach w,+ 2
iber. Dieses gilt, an welcher Stelle die geschlossene Linie den
Querschnitt auch wberschreiten mag. Langs des ganzen Quer-
schnittes ist daher log z unstetig, und zwar sind fir alle Puncte
auf der rechten Seite desselben die Werthe von log z um 2
grosser als auf der linken. Dieser constante Werth, um wel-
chen alle Functionswerthe auf der einen Seite grosser sind, als
die benachbarten auf der andern Seite, leisst nach Riemann der
Periodicititsmodul der Function oder des Integrals, insofern
erstere durch ein Integral dargestellt ist.

S 23.

Aus dem Logarithmus leitet sich die Exponentialfunction in
folgender Art ab. Unter dem Zeichen

a
soll eine Function von % verstanden werden, fiir welche
log (a¥) = w.log a
ist. Bezeichnet nun e die reelle Zahl, fir welche log ¢ den Werth
1 hat, ist also e durch die Gleichung

definirt, so hat man

log (e”) = w. .
Daher ist e die inverse Function des Logarithmus, denn far
e”—z folgt nun w —log z. Eigentlich ist zwar log e nicht
bloss = 1, sondern auch =1 + 2z zi; man bericksichtigt aber
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nur den ersteren Werth, d. h. man lasst in dem vorstehenden
Integrale z nur reelle Werthe durchlaufen. Aus der Gleichung (6)
dlogz __dw___ 1

dz =~ dz |z
folgt nun
dz
w2
also
(8) & =

Nimmt man fir z eine complexe Grdsse, welche den Modul 1
hat, setzt man also
z=cos @ 4 ¢sin @,
so hat man in der Gleichung (7)
logz=1logr 4+ i@
r =1 und daher log r = 0 zu setzen. Demnach ist
log (cos @ 4 ¢ sin @) =i
und folglich
cos @ + 7 sin @ = €.
Die Exponentialfunction ist periodisch, denn da einem Werthe
von z nicht bloss der Werth w, sondern auch die Werthe w + 2n i
angehéren, so ist
) w wt 2nmwi
. Z=e =¢ B
also indert sich e” nicht, wenn % um ein Vielfaches des Perio -
dicitatsmoduls 2#¢ vermehrt oder vermindert wird.
Versuchen wir nun, die Fliche 7 der z auf einer Ebene
W der w abzubilden. Wir nchmen dazu am einfachsten als
Querschnitt eine durch 0 und 1 gehende Gerade an (Fig. 32).
Fig. 32. Nun ist
w=1logr + ip,
wenn
z=1r (cos @ -} ¢ sin )
gesetzt wird. Daher sind
log » und ¢ die rechtwink-
ligen Coordinaten des Punc-
tes w. Lassen wir dann
z einen Kreis mit dem Ra-
dius 1 um den Nullpunct in der Richtung der wachsenden Winkel
von a nach b beschreiben, so ist log r =0, und folglich ist w

4 4
9 716 |

0
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rein imaginir und geht auf der y-Axe von 0 bis 2 (Fig. 33).
Geht man ferner mit z von « lings der linken Seite des Quer-
schnittes ins Unendliche, so bleibt ¢ — 0 und log r geht von 0
durch die positiven Werthe ins Unendliche, also beschreibt
den positiven Theil der Hauptaxe. Geht aber z von a auf der
linken Seite des Querschnittes .nach 0, so beschreibt 20 den nega-
tiven Theil der Hauptaxe Fig. 33.

ins Unendliche. Ist z zu-

erst um den Nullpunct gz 472 F
herum nach & auf die P 'r' P r p
rechte Seite des Quer- |

schnitts gelangt und geht _4— : 2 r ”'& B

dann lings der rechten
Seite desselben nach oo
oder nach 0, so ist w zu-
erst auf der y-Axe von (
bis 27¢ gegangen und beschreibt dann, da nun ¢ constant =—=2x
bleibt, eine der Hauptaxe parallele Gerade, einmal nach der po-
-sitiven und dann nach der negativen Richtung. Den beiden Sei-
ten des Querschnitis in 7" entsprechen daher in # zwei ver-
schiedene Linien, der linken die Hauptaxe 4 B, der rechten eine
durch 2z mit der Hauptaxe parallel laufende Gerade €D (Fig. 33).
Lasst man nun z an irgend einer Stelle von der linken Seite ¢
des Querschoitts auf einem Kreise um den Nullpunct auf die
rechte Seite d gelangen, so bleibt » und daher auch log r con-
stant, und @ wichst von O bis 2z. Folglich beschreibt w eine
der y-Axe parallele Gerade ¢'d’ von der Hauplaxe 4B bis zu
der Parallelen CD. Daraus folgt, dass allen Punclen z in der
ganzen unendlichen Ausdehnung der Fliche 77, in welcher ¢
nicht iber 27 hinaus wachsen kann, nur solche Puncte w ent-
sprechen, die innerhalb des von den beiden Parallelen 42 und
C D gebildeten Streifens liegen. Die Function ¢” oder z nimmt
also innerhalb dieses Streifens ihre sammtlichen Werthe an, und
zwar jeden nur einmal, denn irgend zwei verschiedenen Werthen
von w == log r 4 ép gehéren auch verschiedene Werthe von r
oder @ und also auch verschiedene Werthe von
ev=—2z=—r(cos ¢ 4 isin @) an.

Will man die Fliche 7’ begrenzen, so kann dies einerseits

dadurch geschehen, dass man um den Nullpunct einen Kreis mit
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sich fiir z = ¢ einem bestimmten endlichen Grenzwerthe, nim-

lich @ (¢), nahert. Man hat daher
@(z)dz
‘[ﬁ = 2mi (p(t) ,

das Integral auf die Begrenzung von 7 ausgedehnt. Hieraus folgt

_ (z)dz
lp(t) 2mj z—t

Dadurch ist der Werth der Function ¢ fiir jeden Punct 7 im
Innern von 7 durch ein Integral gegeben, bei welchem die Va-
riable 2 nur die Puncte der Begrenzung von 7 durchlauft; und
dieses Integral ist fiir jeden imi Innern von 7' liegenden Punct ¢
endlich und stetig. Denkt man sich nun die Function ¢ (z) nicht
durch einen Ausdruck, sondern®urch ihre Werthe fiir alle Puncte
eines gewissen Gebietes gegeben, so folgt aus der vorigen Glei-

chung, dass wenn die Function nur fir alle Puncte der Begren-
zung von 7' gegeben ist, sie fir jeden Punct im Innern von 7'

ebenfalls ermittelt werden kann und daher im Innern von 7, wo
sie nicht unstetig werden und sich nicht verzweigen soll, nicht
mehr willkirlich angenommen werden darf.

Nun folgt ferner durch Differentiation nach ¢

‘o)
2m (z—2)2 dz

4 — 2 @ z)
¥l)= %, [ 2 a

/” P (z)
2m j;z 1)t az

o 2-8...m @ (2)
PO =" ,/12—0"+1 dz.

Alle diese Integrale erstrecken sich auf die Begrenzung von 7,
daher verschwindet in ihnen niemals z —#, und folglich bleiben
sie alle fir jeden Werth von ¢ endlich und stetig*). Also folgt

*) Giebt man in dem Integrale

®(z)dz
[ — r,

worin 7 eine beliebige positive ganze Zahl bedeute, der Variablen ¢
einen unendlich kleinen Zuwachs %, so ist
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der Satz: Wenn eine Function in einem Gebiete end-
lich und stetig ist und darin auch keine Verzwei-
gungspuncte besitzt, so sind auch alle ihre Derivir-
ten in demselben Gebiete endliche und stetige Funec-
tionen.

Bezieht man in der Gleichung (9) die Integration auf einen
beliebig kleinen Kreis um den Punct ¢ mit dem Radius r und
setzt zu dem Ende

. z—1t=r (cos @ <+ ¢sin @),
so ist
dz .
iy
und daher
2n
1

Setzt man nun

pz)=u+iv o) =u, + iv,,
so erbalt man durch Sonderung des Reellen vom Imaginiren
27 2n
1 1 [
uy=g~ udp v, = ﬁ'jvd(p.
0 0

Hieraus folgt, dass dic reellen Bestandtheile der Function ¢ im
Puncte ¢ Mittelwerthe aus allen ringsherum liegenden benachbar-
ten Werthen dieser Bestandtheile sind. Es muss also u, grosser
als ein Theil, und zugleich kleiner als ein anderer Theil dieser
Nachbarwerthe sein. Dasselbe gilt von v,, und da das Namliche
in jedem Puncte des Gebietes 7' stattfindet, so haben die reellen
Bestandtheile der Function ¢ in keinem Puncte von 7' einen
Maximal- oder einen Minimalwerth.

: 1 1
F(t+h) — F(t) = - z)dz
(41— F() j [(z——-t-}z)n (z,_t),,] 9 ()
— | =t — (z—t— )" 2)dz
(G—tr— & G—on P()dz,
und wenn man nach dem binomischen Satze entwickelt,
. n—1 n—2 n
v—t) 2(z—1) 4 eoe- + 2
—F(t (n)lh( t) (n)2k (Z + =1 dz.
Fe4+n—F@®)= e e 10
Demnach wird die Differenz F (¢4-%)— F(¢), so lange z—1 nicht ver-
schwindet, mit %2 zugleich unendlich klein, und folglich ist das Integral
F(f) in ¢ stetig.

T#*



100 Abschn. VI. Allgemeine Eigenschaften der Functionen. § 25.

§ 25.

Mit Hilfe der Gleichung (9) kann die Function ¢ in eine
convergirende Reihe entwickelt werden. Man beschreibe um einen
beliebigen Punct « des Gebietes 7' einen Kreis, der noch ganz
in dieses Gebiet hineinfallt, welcher also noch nicht ganz bis
an den zunichst an a gelegenen Unstetigkeitspunct oder Ver-
zweigungspunct hinanreicht, und nehme diesen Kreis als Integra-
tionscurve in der Gleichung (9). Dabei kann der Punct a so ge-
wiahlt werden, dass der Kreis einen maglichst grossen Theil des
Gebietes 7 umfasst. Nun ist far jeden im Inneren des Kreises
liegenden Punct ¢

mod (z—a) > mod (t—a)
(Fig. 34), da z bei der Integration nur Puncte der Peripherie
des Kreises durchlauft. Man kann aber schreiben

1 1 1
z—t  z—a—(—a) z2—ua L _t—e
) z—a
und diesen Bruch, weil
t—a
mod T <1

ist, in die convergirende Reihe
1 — t—a a)? (t — a)?
i R = o AL R |

entwickeln. Substituirt man diese Reihe in (9)*), so erhalt man

10 = id [OOE a7 4 g [0 )

und dies ist nichts anderes als die Taylor’sche Reilie; denn
nach (9) ist

*) In Betreff der Zuldssigkeit, die convergente Potenz-Reihe zu
integriren, mige auf Briot und Bouquet ,,Théorie des fonctions
doublement périodiques.”* Paris 1859. verwiesen werden. Dort
ist in Art, 16 gezeigt worden, dass durch Differentiation einer conver-
genten Reihe wieder eine convergente Reihe entsteht, welche die Deri-
virte der durch die erstere dargestellten Function ist. Mit denselben
Mitteln kann man auch zeigen, dass die Differentiation einer divergen-
ten Reihe zu einer divergenten Reihe fiihrt, Aus beidem zusammen er-
giebt sich dann, dass auch die Integration einer convergenten Reihe
zu einer convergenten Reihe fiihren muss, die das Integral der durch
die erstere dargestellten Function bildet.
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1 @(z)dz
2—*”1_./.:__"1 ——(p(a) (12)
und nach den Gleichungen (10)
1 fomae o™ - (13)

2mi, ) (z—an+1 ~ 2.3...n
also erhilt man

PO =0 + (—a)p (@) +(— 2% + (—ap% D + ... (14)
Diese Ableitung der Taylor’schen Reihe Fig. 84,

hat den Vortheil, dass sie mit Be- N

stimmtheit erkennen lasst, wie weit
sich die Convergenz dieser Reihe er-
streckt: namlich auf alle Puncte ¢,
welche von a weniger weit entfernt
sind, als der nachste Unstetigkeitspunct -
oder Verzweigungspunct. In Fig. 34
-sind drei solcher Puncte durch Kreuze
angedeutet worden.

In der Reihe (11) sind zwar ur-
spriinglich alle Integrationen lings des
Kreises um a zu nehmen; aber da die Fuunctionen

2z 9@ 9@

z—a’ (z—a)¥ (z—a)®’
bis an den Punct a heran endlich und stetig bleiben, so konnen die
‘Integrale auch lings eines beliebig kleinen um @ beschriebenen
Kreises genommen werden, ohne ihre Werthe zu dndern. Wenn
daher die Function ¢ durch ihre Werthe in einem beliebig klei-
nen endlichen, den Punct @ enthaltenden, Flichenstiicke gegeben
ist, so sind dadurch alle jene Integrale, mithin alle Coefficienten
der convergirenden Reihe bestimmt, und folglich kann der Werth
der Function fir jeden Punct im Innern des grossen Kreises er-
mittelt werden.

Ist nun a, ein Punct, der noch im Innern dieses Kreises
liegt, so ‘ist also jetzt ¢(f) sowohl in @, als auch in dem ihn
zunichst umgebenden Flichentheile bekannt. Beschreibt man
dann um @, einen Kreis, der noch alle Unstetigkeitspuncte und
Verzweigungspuncte ausserhalb lisst (Fig. 34), so kann ¢ (/) fir
alle Puncte dieser Kreisfliche in eine neue Reihe entwickelt wer-
den. Fahrt man so fort, so sieht man, wenn die Function ¢ (f)
pur innerbalb eines beliebig kleinen endlichen Theiles eines Ge-

etc.
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bietes T gegeben ist (oder eigentlich nur lings einer beliebig
kleinen geschlossenen Liniej, dass sie dann schon in dem ganzen
Gebiete 7, in welchem weder ein U!sletigkeitspuncl noch ein Ver-
zweigungspunct liegt, bestinmt werden kann.

Dasselbe gilt, weun die Function ¢ (?) nur langs einer be-
liebig kleinen endlichen von & ausgehenden Linie gegeben ist.
Ist dies namlich der Fall, und bezeichnet man die stetig auf
einander folgenden Puncle dieser Linie mit a, b, c, d, etc., so ist

? (b; — 9(a)

’ A\ Iz
q;(a{_.llm o

also bekannt, wenn @(a) und @ (b) bekannt sind. Ebenso ist
") — lim 2. —90)

@'(b) = lim — ——,
wodurch @’ (b) bekannt wird. In dieser Weise konnen die Werthe
der Derivirten ¢ {¢) fir alle Puncte @, b, ¢, d, etc. gefunden
werden. Alsdann ist

9" (0) = lim 22 =22 (bz:z (@

"oy fim @) — 9'(8)

@” (b) = lim =

u. s. w., sodass auch die zweiten Derivirten hekannt sind. Fahrt
man in dieser Weise fort, so kdnnen die Werthe aller Derivirten
fir den Punct a, also auch alle Coefficienten der Reibhe (14) be-
stimmt werden. Man erhalt also fir jeden Punct @, innerhalb
des ersten Kreises ¢(@,) durch eine convergente Reihe ausge-
driickt. Durch Differentiation derselben ergeben sich dann auch
die Werthe der Derivirten ¢’(a,), ¢"(a,) etc. Kennt man dann
die Werthe der Function ¢ (?) und ibrer Derivirten fiir den Punct
a,, so konnen dieselben Grossen fir jeden Punct des zweiten
Kreises durch convergente Reihen ausgedriickt werden, u. s. f.

Aus allem diesem folgt der Satz: Eine Function einer
complexen Variablen, welche in einem beliebig klei-
nen endlichen Theile der z-Ebene (einer Flache oder
einer Linie) gegeben ist, kann dariaber hinaue nur auf
cine Weise stetig und ohne sich zu verzweigen fortge-
setzt werden.

Als einen speciellen Fall dieses Satzes heben wir hervor:
Wenn eine Function in einem endlichen beliebig klei-
nen Theile (Flaiche oder Linie) des Gebietes 7 con-
stant ist, so ist sie iberall in 7 constant. Denn ist sie
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in einer kleinen Flache, die den Punct a enthalt, constant = C,
so nehme man in den Gleichungen (12) und (13) als Integra-
tionscurve einen innerhalb dieses kleinen Flichentheils liegenden.
Kreis um @ und setze

z—a=r (cos ¢ 4 ¢ sin @),
dann folgt aus (12)

2 27
9@) =3[ 9k dp =5 [ dp=0c,
0 0

weil @ (z).in allen Puncten der Peripherie des Kreises den Werth

C besitzt. Ferner wird aus (13)
2

) 2
) 1 . e
9 @ ﬁp/q(:,—(?)n dp = %ﬂ%/’(cos np — i sin np) do,
0

2.8...n
e

und dieser Werth verschwindet, weil far jeden ganzzahligen von
Null verschiedenen Werth von 7
) 2 2

fcos npdp =0 undfsinm;od(p=0

0 0
ist. In der Reihe (11) wird also ¢ (@) = C und alle tubrigen
Glieder verschwinden, daher ist fir jeden Punct des Convergenz-
kreises ¢ () = C. Setzt man nun die Function in der oben an-
gedeuteten Weise in Flachenstreifen, die sich zwischen den Un-
stetigkeitspuncten und Verzweigungspuncten hinziehen, fort, so
bleibt @ (¢) iberall constant — C.

Dasselbe gilt, wenn ¢ (/) lings einer beliebig kleinen end-
lichen Linie constant ist. In diesem Falle sind bei Anwendung
der obigen Bezeichnung die Werthe ¢ (2), @ (), @ (c), etc. alle
gleich C, und folglich verschwinden wieder alle Derivirten ¢’ (a),
@” (a), etc., und damit alle Coefficienten der Reihe (14) mit Aus-
nahme des ersten, welcher = C ist. Es gilt also dasselbe wie

oben.
‘ Aus diesem speciellen Satze kann wieder der vorhergehende
allgemeinere abgeleitet werden. Wenn namlich zwei Functionen
@ (?) und ¥ (f) in einem beliebig kleinen Flachen- oder Linien-
theile in ihren Werthen ibereinstimmen, so ist in diesem Theile
die Function @ (£) — 9 (¢) constant gleich Null; folglich ist diese
Function iiberall gleich Null, d. h. es ist iberall ¢ (f) = @ (1),
und daher kann die Function ¢ (f) von dem Theile aus, in dem
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sie gegeben ist, nicht auf zwei verschiedene Weisen fortgesetzt
werden.

§ 26.

Wir gehen nun zur Entwickelung einer Function innerhalb
eines Gebietes iiber, in dem auch Unstetigkeitspuncte der Func-
lion liegen, schliessen aber Verzweigungspuncie davon aus. Wir
wollen_hier nur den Fall behandeln, dass die Function gar keine
Verzweigungspuncte besitzt, und konnen in diesem Falle das Ge-
biet auf die ganze unendliche Ebene ausdehnen.

. Seien a,, a,, a;, etc. die
Puncte innerhalb 7, in denen
@ (f) unstetig ist. Wir legen
erstlich um den Nullpunct einen
Kreis (/) mit dem Radius R,
welcher alle diese Puncte um-
giebt (Fig. 35); ausserdem um
jeden der Puncte «,, a,, a,,
etc. einen kleinen Kreis (4,),
(4,), (4g), etc. resp. mit den
Radien r,, r,, rg, etc. Alle
diese Kreise (4) und () zusam-
mengenommen bilden dann die
Begrenzung eines Gebletes U, innerhalb dessen ¢ (t) stetig ist.
Far jeden Punct ¢ im Innern von U ist daher (§ 24)

o) =5 [ 22 2z,

2ni z

Fig. 35.

das Integral auf die ganze Begrenzung von U ausgedehnt. Das-
selbe zerlegt sich in so viele Theile, als Begrenzungsstiicke vor-
havnden sind. Wir bezeichnen die auf die letzteren, also auf die
Kreise (1), (4,), (4,), (4;) etc. sammtlich in der positiven Be-
grenzungsrichtung (§ 17) erstreckten Integrale durch 7, 4,, 4,, 4,,
etc. und haben dann

pO)=I+ 4+ 4+ 4+ .
Dann wird -der Kreis (7) in der Richtung der wachsenden Win-
kel, jeder der Kreise (4,) aber in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen, folglich ist, wenn man jetzt alle Integrationen in
der Richtung der wachsenden Winkel ausfihrt,
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=L (e el (e
]“‘27;;;/‘ z—t A*""—zm'f z—t

Setzt man dann in 7

2= R (cos ¢ + isin ), also %:z‘dtp

und in 4,
dz

z—a,=r, (cos ¢ + isin @), also —a

=¥} dq,),
so kann man auch schreiben
27 2

1 29 (2) 1 [ i—a)9(z)
! —2—1zf z—t dp, 4= 21:[ z—1 ap.

0
Nun liegt ¢ immer innerhalb der von (I) begrenzten Kreisfliche;
daher ist bei 7 far jeden Punct ¢

mod -z > mod ¢,

. z . t . .
folglich kann 7—; hach steigenden Potenzen von — in eine con-

vergirende Reibe entwickelt werden. Man erhilt nimlich
z 1 [4 @ 54
Pk i i i L
also
77

. 37 e 2(
1= { [ewap+ tfﬂ’gd¢+t:f";—f’d¢+----}
0 .

0
oder

I=04+0t+ 0+ 0"+ s
wenn man der Kirze wegen .
2

m) 1
0 = [ __._‘P::) do

setzt, das Integral auf den Kreis (/) mit dem Radius R in der
Richtung der wachsenden Winkel erstreckt. '

~ Jeder Punct ¢ des Gebietes U liegt ferner ausserhalb aller
von den Kreisen (4,) begrenzten Kreisflichen. Daher ist in jedem
Integrale 4,

mod (t—a,) > mod (z—ay),

folglich kann ::f" nach steigenden Potenzen von ::z d. h.
nach fallenden Potenzen von # — ay in eine convergirende Reibe
entwickelt werden. Dann erhilt man
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z—ax t—a i —a@ 1
z—t  z—ay—(t—ay  —a T —a
1— I —a
also
imm _i—m | Coat Goa?
Ti—t —i—a Te=ar t—ayp t
und durch Substitution in 4,
R 2x -
1 L]
4= {2 J C—a)o@dy +5— o [lz—arel)dp
2% ’
l Ll
+a=ap ) C—aroRap+ |
]
oder , . "
_— ct l.. c. aaaaa
A=t ta—apt
wenn man der Kiirze wegen
Cy ——‘/ 9’(7') dop

setzt. Durch Substitution dleser Reihen erhalt man nun voll-
standig

P)= Q+(/t+J"t2+0'"t3+ oM m

III '

o + + +....+i+..’+4
+t—a (t—a)’ (t—a)’ a)l' ) 1

czl e. '’ cz'll
F e et e s
B I+

ex e’ ey’ a®
+l_a. +(I—'a§)’ (‘_a‘)3+' +(t_a.)p+--.'+A*
B . |+

wobei
m_ 1 9@
0 = J - dp, auf (I) erstreckt
- 27
6= ?1; ( a,)pq: (2) dp, auf (4,) erstreckt.
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Siebenter Abschnitt.

Ueber das unendlich gross und unendlich klein Werden
der Functionen.

Obgleich die Sitze, welche in diesem Abschnitte bewiesen
werden sollen, auch aus den im vorigen § entwickelten Reihen
hergeleitet werden kénnen, so haben wir doch aus mehreren
Grinden vorgezogen, sie ohne Hiilfe der unendlichen Reihen ab-
zuleiten, und werden die letzteren nur da mit heranzuziehen ha-
ben, wo es sich wirklich um unendliche Reihen handelt. Wir
missen hier aber die Functionen, welche keine Verzweigungs-
puncte besitzen, von den iibrigen trennen und zuerst abgeson-
dert betrachten, sowohl weil sie die Grundlage fiir die Unter-
suchung der iibrigen bilden, als auch weil sie vor den ibrigen
einige ausgezeichnete Eigenschaften voraus haben. Wir werden
die Functionen ohne Verzweigungspuncte, welches die eindeutigen
Functionen im gewohnlichen Sinne des Wortes sind, nach Rie-
mann einwerthige Functionen nennen. Zum Voraus muss da-
bei bemerkt werden, dass alle von den einwerthigen Functionen
zu beweisenden Sitze, die sich nur auf endliche Flachentheile
beziehen, zugleich auch von Functionen mit Verzweigungspunc-
puncten gelten, sobald nur in dem zu bericksichtigenden Fla-
chentheile keine Verzweigungspuncte der Function liegen.

A. Functionen ohne Verzweigungspuncte. Einwerthige
Functionen.

§ 27.

Wenn eine einwerthige Function ¢ (z) fir irgend einen
Werth z=a endlich bleibt, so nahert sich das Product (z—a) @ (2)
fir z=¢« der Null. Wir zeigen nun zuerst, dass auch das Um-
gekehrte stattfindet. Es werde angenommen, eine nicht durch
einen Ausdruck gegebene einwerthige Function ¢ (z) sei in einem
Flachentheile 7' endlich und stetig, nur in einem Puncte z —= @
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dieses Gebietes sei es ungewiss, ob ¢ (2} endlich und stetig sei
oder nicht, dagegen sei

[lim (z—a) @ (z)]z:ao.

Schliesst man den Punct @ durch einen kleinen Kreis 4 aus,
so ist @(z) in dem entstehenden Gebiete U/ gewiss endlich und
stetig, und daher fiir jeden Puncl. t innerhalb U

p)= 21n :’i’ 2 dz,
das Integral auf die Begrenzung von U ausgedehnt. Dies zerlegt
sich in zwei Theile. Setzt man in dem zweiten, auf die Peri-
pherie des kleinen Kreises % ausgedehnten Integrale

z—a=r (cosp + ising) , dz=(z—a)idyp,
so erhalt man

o7
_ 1 fo@d 1 [G—ael)
tp(t)—?—;ﬁf z—¢ _21‘!‘ z—1¢ dy,

worin das erste Integral sich auf die Begrenzung von T allein
bezieht. Lasst man nun aber den kleinen Kreis ins Unendliche
abnebmen, so nahert sich der Voraussetzung nach (z — a) ¢ (2)
der Null; folglich verschwindet mit dem Radius des kleinen Krei-
ses zugleich auch das zweite Integral, und man erbalt

1 @(2) dz
(p(t—?m'f z—t ’

worin die Integration auf die Begrenzung von 7 allein auszudeh-
nen ist. Dies Integral ist aber fir jeden Punct im Inneren von
T endlich und stetig (§ 24. Note), also auch fir #—a, und da-
her ist auch ¢ (2) fir z=a endlich und stetig. Demnach haben
wir den Satz: Die nothwendige und hinreichende Be-
dingung dafir, dass eine einwerthige Funection in ei-
nem Puncte z=a endlich und stetig bleibt, ist

[lim (z—a o (z)]z:ao.

Hieraus folgt ferner, dass eine einwerthige Function nur
dadurch unstetig werden kann, dass sie unendlich
gross wird, denn so lange ¢ (2) fir z=—a nicht unendlich
gross ist, ist lim (z—a) @ (2) = 0, also @ (2) stetig.
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§ 28.

Wenn eine einwerthige Function far keinen end-
lichen oder uneundlich grossen Werth der Variablen
unendlich gross wird, so ist sie eine Constante. Man
kann in diesem Falle in der Gleichung

1 ‘ d

. 9= ﬁj le(i)_tz
als Integrations-Curve einen Kreis um den Nullpunct nehmen und
denselben ins Unendliche wachsen lassen, weil ¢ (¢) der Annahme

nach in allen Puncten der Ebene endlich und daher nach dem
vorigen Satze auch stetig bleibt. Setzt man

z=R(cosp + ising) , dz=1zidp,

so folgt
o

2n
1 1
o) =g [ ap =g [ ap.
[ 0 z
Wichst nun der Radius des Kreises ins Unendliche, so werden in

dem Integrale alle Werthe von z unendlich gross, und folglich

verschwindet 7‘ Daher wird @ (?) unabhéngig von ¢, das heisst

constant. ) -

Hieraus folgt unmittelbar: Wenn eine einwerthige Funec-
tion nicht eine Constante ist, so muss sie nothwendig
fir irgend einen endlichen oder unendlichen Werth
der Variablen unendlich gross werden.

Weiter folgt: Eine einwerthige Function muss fir
irgend einen Werth der Variablen den Werth Null

annehmen. Denn wird @ (2) nirgend gleich Null, so wird E’%

nirgend unendlich gross, also ware ;:z—) eine Constante, und da-
her auch g (z).

Endlich: Eine einwerthige Function muss minde-
stens einmal jeden beliebigen Werth A annehmen kon-
nen. Denn wire @ (z) nirgend — %, so wire ¢ (2) — X nir-
gend gleich Null, also eine Constante, und folglich auch ¢ (z)
eine Constante. '

Es verdient hervorgehoben zu werden, wie diese Satze eine
Harmonie in der Functionenlehre herstellen, die bei Ausschliessung
complexer Werthe der Variablen nicht staltfindet. Beriicksich-
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tigt man bloss reelle Werthe der Variablen, so wird z. B. die
einwerthige Function cos z nicht unendlich gross und nimmt nicht
jeden beliebigen Werth an, sondern nur die Werthe zwischen ,
— 1 und 4 1. Es findet hier eine gewisse Analogie mit den
algebraischen Gleichungen statt. Bei diesen bleiben auch die
Fundamentalsatze, dass jede algebraische Gleichung eine Wurzel
haben muss, und dass jede Gleichung nten Grades n Wurzeln hat,
nicht allgemein richtig, wenn man nur reelle Wurzeln beriicksichtigt.
Daher hat man in dieser Disciplin seit langer Zeit die complexen
Wurzeln stets mit beriicksichtigt. Es zeigt sich nun der grosse
Werth, den die Einfihrung der complexen Variabeln fiir die
Functionenlehre hat, da auch hier gewisse allgemeine Sitze gel-
ten, die bei Ausschliessung complexer Werthe der Variablen nicht
mehr allgemein richtig bleiben.

§ 29.

Wenn das Product (z— a) ¢ (z) bei unendlicher Annaherung
des z an den Punct & nicht mehr gegen die Null convergirt, so
wird ¢ (2) fir z=a unendlich gross. Wir wollen nun aber an-
nehmen, dass es eine Potenz von z—a mit einem ganzen oder
gebrochenen Exponenten y gibe, fir welchen

(z—a) “q) (z) nicht unendlich gross

werde an der Stelle z=a. Bezeichnet dann n die grésste in u
enthaltene ganze Zahl, sodass
n<p<nitl
_ sei, so ist )
1 1—
lim (z—-a)n+ @ (z) =1im (z——a)n+ “(z—— )“(p (z) =0,
weil n 4+ 1 — p positiv ist. Alsdann ist nach § 27

n
(z—a) 9 (2)
eine Function, welche fir z=—a endlich bleibt. Bezeichnet c(")

den endlichen Grenzwerth derselben fir z=—a, so ist nun

@_@%@_ﬂ)

eine Funclion, welche fir z—a verschwindet, und folglich bleibt
wieder nach § 27

3|
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n—1 (n) i
Ce—a) () ——

(n

fir z=—a endlich. Bezeichnet dann ¢ —l)den endlichen Grenz-
werth derselben, so verschwindet
—_— (n) —_—
e—a o) — 2 — "

far z=a, und folglich bleibt °

) RS
@—af  z—a
an der Stelle z—=a endlich. Fibrt man in dieser Weise fort,
so gelangt man endlich zu einer Function

o RS =2 & o
G—a) G—a G@—a® @8 i—d
welche fir z=—a endlich und daher auch stetig ist. Setzt
man also

t—a)" el —

P(z)—

p &’ & ™

ces e s

92— i—a  (@—a) (@—ap G—a)" =19 (2),

so bedeutet 7 (2) eine fir z = a endliche und stetige Function,
und man erhilt, wenn noch der Kiirze wegen
c' cu e c(,.)

[4
metegteat 5= (a7)
gesetzt wird,
PR =4+ ¥(2), (18)
wobei
c(n) = lim (z—a)ntp ()
(n—1) 3 —1 (n)
¢ ’=lim [(z— )n @ (z) — zc_a] )
(n—2) . n—2 (n) (n—1)
! =llm[(z— ) ¢(Z)—(,—c_7)§”—czTa]

u. 8. wW.

ist. Wenn nun die endliche Constante c(n)nicht den Werth Null

(n)
hat, wenn also in dem Ausdrucke 4 das Glied —<

nicht fehlt,

z—a)®

d. h. wenn

lim (z-—a)nq) (2) wéder Null noch unendlich
ist, so sagt man: die Function ¢ (2) wird fir z—a unend-
lich gross von der nten Ordnung. Daon ist aber fir jeden
gebrochenen Exponenten u diese Bedingung nicht erfillt, son-
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dern lim (z—a)"cp (2) wird entweder Null oder unendlich; denn
ist, wie wir urspriinglich annabmen, g > n, so ist

lim (z — a)“«p (2) = lim (z—-a)"—n(z — a)ntp (=0,
ist aber p < n, so ist
z—a) "9k _

=00.

. (4 .
lim (z—a) @(2) =lim e

Folglich kann ¢ (2) nicht von einer gebrochenen Ordnung un-
endlich werden, und wir erhalten den Satz: Wenn eine ein-
werthige Function aberhaupt von einer endlichen
Ordnung unendlich wird, so-kann sie nur von einer
ganzen Ordnung unendlich werden.

Der Ausdruck (17) fir A bildet einen Theil der im § 26 (15)
entwickelten Reihe 4,. Lasst man dort den Index % fort und

beriicksichtigt den hier vorliegenden Fall, dass (z—a)ntp (2) sich
einem endlichen und von Null verschiedenen Grenzwerth nahert,

1
also lim (z—'-a)n+ @ (z2) = 0 ist, so wird nach (16)
27

= ;‘;f e—a)" o) dp =0,

wenn man den Kreis um a, auf den sich die Integration bezieht,
ins Unendliche abnehmen lasst. Daher verschwinden um so mehr

(n42) (n43) . . . . .
c , C , etc., und folglich bricht die Reihe 4, bei dem

(n)
tc —, ab, und wird mil unserem Ausdrucke (17) identisch.
—a,

Auf diese Uebereinstimmung wird deswegen hingewiesen, weil
daraus bervorgeht, dass wenn die Function ¢(z) nicht mehr von
einer endlichen Ordnung unendlich wird, wenn es also keinen

Gliede

endlichen Exponenten n giebt, fir den (z—--a)ntp (2) sich einem
endlichen Grenzwerth nahert, dann an die Stelle des Ausdrucks
A die unendliche Reihe 4, tritt, weil dann keiner ihrer Coeffi-
cienten mehr verschwindet.

Kehren wir nun noch einmal zu der Gleichung (18)

P(2) =4 + ¥(2)
zuriick, so zeigt diese, dass eine Function ¢(z), welche an einer
Stelle z—a unendlich gross wird, sich an dieser Stelle von einer
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dort endlich bleibenden Function 9 (z) stets nur um einen Ausdruck
von der Form A unterscheidet. Sie wird daher nur so unend-
lich wie dieser Ausdruck 4. Ist z. B. @(2) fir z=a von der
ersten Ordnung unendlich, so dass lim (z—a) @(z) endlich und
von Null verschieden ist, so kann man auch sagen, ¢(2) wird
dort unendlich wie z% Oder ist @(2) far z—=a unendlich von

'

a)?

oder nur wie ( i—ap allein. Hat man eine andre Function [ (z),

welche fir z=—=a ebenfalls von der nten Ordnung unendlich wird,
so kann diese auch nur so unendlich werden, wie ein ahnlicher
Ausdruck 4, der sich von dem vorigen nir in den Werthen der
Coefficienten ¢ unterscheiden kann. Ist die letztere Function /(z)
gegeben, so sind damit auch die Coefficienten ¢ gegeben, und
folglich ist @ (z) an einer Unstetigkeitsstelle ¢ hekannt, wenn eine
Function f(z) gegeben ist, die an dieser Stelle ebenso unstetig
wird, wie @(z) es werden soll. Man kann alsdann setzen

P(2)=1(2) + ¥(2),
worin ¥ (2) fir z—=a endlich und stetig bleibt.

Aus der Gleichung @ (z) = 4 + ¥(z) folgt durch Differen-
tiation

der zweiten Ordnung, so ist es entweder unendlich w1& —+ =

’ dA ’
¥ =2 +v ().
wo
ad__ o e & n. <
dz ~  (@z—a® (z—aPf (z—a) - (z—a)*+1

Da nun (nach § 24) ¥’ (z) fir z—=a endlich bleibt, weil 3 (z)
hier endlich ist, so folgt, dass die Derivirte ¢'(z) einer ein-
werthigen Function @(2) an einer Stelle z=a, wo ¢(2)
unendlich ist, ebenfalls unendlich wird, und zwar
von einer um 1 hoheren Ordnung wie @(z). In allen end-
lichen Puncten, in denen ¢(z) endlich ist, bleibt dagegen (nach
§ 24) auch ¢ (2) endlich, und daher sind die endlichen
Unstetigkeitspuncte einer einwerthigen Function ¢(2)
mit denen ihrer Derivirten ¢'(z) identisch.

Es wird sich spater®) rechtfertigen lassen, dass man ein

*) Siehe unten § 34.
Dureége, Funet, compl. Var, 8
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Coendlichwerden von der nten Ordoung auch als ein Zusammen-
fallen von n Puncten ansebn kaonn, in denen die Function ¢ -
unendlich von der ersten Ordnung ist. Indem wir von dieser
Auffassung schon jetzt Gebrauch machen, werden wir, wenn eine
Function an einer Stelle unendlich gross von der nten Ordnung
wird, uns auch des Ausdrucks bedienen, dass sie dort n Mal
unendlich werde.

§ 30.

Wir geben nun zu der Untersuchung iiber, wie sich eine
Function ¢ 'z, fir einen unendlich grossen Werth der Variablen
z verhait. Diese Betrachtung kénnen wir auf die vorige zuriick-
fibren, indem wir z — % setzen, wodurch @ 'z in f(u, aber-
gebn moge, uvod daon fiu an der Stelle u—0 untersuchen.
Nun ist zuerst ‘nach § 27) / u, fur u==0 endlich und stetig, wenn
flim u f(u)] = 0 ist. Also ist

U=

@(z) fir z—=ooc endlich und stetig, wenn [lim ZZE_)] —0
z=00

ist. Ferner wird (nach § 29) /() fur =0 von der nten Ord-
nung oder n Mal unendlich, wenn [lim u"f(u)] weder Null noch
=0

unendlich ist. Daher wird
@(z) fiir z=o0 unendlich von der nten Ordnung, wenn

[lim 9’_(’)]
i z=00

weder Null noch unendlich
ist. Man kann ferner nach § 29 in diesem Falle setzen:

, ” ,rs (n)

ro) =2 4+% + & 4o+ 20+ 20,
wo A (u) eine fir u—0 endlich bleibende Function, und die
Grossen O constante Coefficienten bedeuten. Geht 4 (u), durch
z ausgedriickt, in ¥ (z) dber, so erhalt man hieraus

’ ’ Paidd ( n
(19) ) =0z+ 0224+ 0 z3+----0")z+¢(z),
worin ¢ (2) fir z=o00 endlich und stetig bleibt. In diesem
Falle ist also @(z) unendlich wie eine ganze Function von z.
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Aus der Gleichhng (19) folgt
’ ’ 3 17 n) n—1 ,
p@E)=0+202+30 z2+---+n0()z + ¥ (2). (20)

Um nun zuerst zu untersuchen, wie sich die Derivirte () der
endlich bleibenden Function %(2) in Unendlichen verhalt, kehren
wir wieder zu der Variablen » zurick. Da

dw 1 __

P
ist und

¥(2) = A(u)

P (2) = — u? A (u).
Nun ist 4(x) endlich fir w=0, also nach § 24 auch 4'(z), und
folglich wird

war, so ist

Y (2) = 0 fiir z=o00.
Wenn also eine Function im Puncte z=—o0 endlich
und einiandrig ist, so ist ihre Derivirte in diesem
Puncte gleich Null.

: Alsdann folgt aus (20), dass ¢'(2) fir z=co von einer um
Eins niedrigeren Ordnung unendlich gross wird, als ¢ (2). Ist
also @(z) nur von der ersten Ordnung unendlich gross, so bleibt
9 (z) endlich fir z=o0.

Die ganze Function in (19) bildet einen Theil der § 26 (15)
abgeleiteten Reihe 1. Diese wird namlich zu einer endlichen,
wenn

9 (z)

lim === endlich, also lim o) _ 0
b4

zn+l

“ist. Denn lasst man in dem Integral [§ 26 (16)]
2.

a+)_ 1 [
0" =55 [
0

den Integrationskreis (7) ins Unendliche wachsen, so convergirt
. (n+2) (n43)
es gegen Null; es verschwinden daher um so mehr 0 , 0 ,
(
etc., und die Reihe 7 bricht bei dem Gliede 0™ 2"ab. Wenn es
dagegen keinen englichen Exponenten 7 giebt, fir den lim %fl
2z
endlich ist, so wird ¢(z) unendlich, wie einec nach ganzen Po-

tenzen von z fortschreitende unendliche Reihe.
8%
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§ 31.

Aus dem Vorigen ergeben sich nun folgende Sitze: Wenn
eine einwerthige Function fir keinen endlichen Werth
von z, sondern nur far z=o00, und auch hier nur von
endlicher Ordnung (n Mal) unendlich wird, so ist sie
eine ganze Function nten Grades, Denn man hat in die-
sem Falle

o) =0z+ 022+ 0"+ ---- + O™z + P(2);
da nun aber ¥ (z) eine einwertbige Function ist, welche weder
fir einen endlichen noch fiir einen unendlichen Werth von z
unendlich gross wird, so ist sie nach § 28 eine Constante. Be-

zeichnet man dieselbe mit O, so folgt

PR)=0+0z+ 022+ 072 + ---- + O™ 2,
also ist in der That ¢(z) eine ganze Function nten Grades. Um-
gekehrt wird auch eine ganze Function nten Grades ¢ (z) nur far
z = oo und hier n Mal unendlich; denn es ist

[lim M] = g,
z z2=00

also endlich und zugleich von Null verschieden, wenn ¢ (z) nicht
von niedrigerem Grade ist, als vom nten.

Wird eine einwerthige Function ¢(2) nur fir z=o00
unendlich gross, aber von unendlich hoher Ordnung,
so lasst sie sich nach Potenzen von z in eine fir je-
den Werth von z convergirende Reihe entwickeln.
Denn die Reihe I convergirt fiir jeden Punct innerhalb des Krei-
ses (I) (vgl. § 26), wenn in demselben keine Unstetigkeitspuncte
liegen, und dieser Kreis kann beliebig erweitert werden, wenn
@ (2) fir keinen endlichen Werth von z unendlich wird. Daher
unterscheidet sich ¢ (z) von einer fiir alle Werthe von z conver-
girenden Reihe nur um eine einwerthige Function ¥ (z), welche
fir z=o00 nicht, und daher @berhaupt nicht unendlich wird, und
die folglich eine Constante ist. ’

In diesem Falle ist die Reihe I nichts anderes als die Mac
Laurin’sche Reihe. Denn nach § 26 (16) ist®

2n

my— 1 9(2) 1 :p(z)tlz
Q"——%Jz,, 99 =55 ) Znrt
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und daher nach § 24 (10)
n._ 9®0)
o= -

Seeeent

Als Beispiel bietet sich hier die Exponentialfunction ez dar.

Diese wird, wie wir § 23 sahen, nur fir z = oo unendlich

gross. Es kann aber auch gezeigt werden, dass sie hier von

unendlich hoher Ordnung unendlich wird, denn aus § 23 (8)
folgt far ¢@(z) = e*

() (0 1

Q(") 9’ ( ) =53

Diese Grésse verschwindet fur keln endhches n. Daher muss

[lim ‘—”]
z 2=00

fir jedes endliche » unendlich gross sein, denn hatte diese Grosse
fir irgend ein n einen endlichen Grenzwerth, so wire

[lim z"*‘],:og ,

und daher miisste auch

at) 1 [

n 1 é*

ST _/ vt 99

beim unendlichen Wachsen des Integrationskreises verschwinden,
was, wie wir so eben gesehen haben, nicht der Fall ist. Die Ex-
ponentialfunction wird daher nur fir z — co, hier aber von un-

endlich hoher Ordnung unendlich, und folglich convergirt die Ex-
ponentialreihe fir jeden Werth der Variablen.

§ 32.

Wenn eine einwerthige Function nur fir eine
endliche Anzahl von Werthen der Variabeln und fir
jeden nur von endlicher Ordnung unendlich gross
wird, (kurz, wenn sie nur eine endliche Anzahl von
Malen unendlich wird), so ist sie eine rationale Func-
tion.

Seien @, b, ¢, ---- k, 1, oo die Werthe von 2z, fir welche
9 (2) unendlich wird, &, 8, 9, ---- %, 4, u die resp. Ordnungs-
zahlen des Unendlichwerdens; so kann man zuerst setzen .

9@)=0z+ 02+ - + QWz+ + $(2)",
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wo ¥ (2) fir z = oo nicht, also nur noch fir z=aq, b, --- I vn-

endlich wird; demnach hat man
’ ” ()

Vo) = gttt g ),

zZ—a
wo nun #%,(z) nur noch far b, ¢, ---7 unendlich ist. Man hat

also weiter
" B

¥y (2) =;_.0_g_b + (—z‘_ﬂ:—b)g + -+ (;_—c,_b)ﬁ + ¥, (2).
Fahrt man auf diese Weise fort, so gelangt man zu
cn’ cn” e
Yn—1(2) = T —1 + =i + .-+ (e + ¥a(2),
wo ¥,(z) gar nicht mebr unendlich wird, also eine Constante
ist. Bezeichnet man diese mit @, so erhilt man, indem man die
obigen Ausdriicke zusammensetzt,
PE) =0+ 0z + 028+ + QWzs
’ "» (@)
C C; C,
+ -2 4+ (}”—La_)! +-enn + G

zT—a (z - a)a

e o o cg(ﬁ)

trgte—mt  tTeoow
4 - e e e

’ ” (l)
Cn Cn Cn
tomtempt e
also in der That eine rationale Funection.

§ 33.

Eine einwerthige Function ¢ (z) ist bis auf eine
additive Constante bestimmt, sobald far jeden Unste-
tigkeitspunct eine Function gegeben ist, welche tibri-
gens endlich bleibt, aber an der betreffenden Unste-
tigkeitsstelle ebenso unendlich wird, wie @(z) es wer-
den soll. Seien a,, a,, a;, etc. die Unstetigkeitspuncte von
@(z), 'und denken wir uns darunter den Werth oo gleich mit
begriffen. Ferner seien f(2), /,(2), /5(2), etc. gegebéne Func-
tionen, welche iiberall endlich sind, nur resp. in den Puncten
a,, @,, a;, .... unendlich gross werden. Wenn dann ¢ (2) in
a, so unendlich werden soll wie £, (2), so kann man setzen

92 =11(2) +¥ (2),
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wo ¥(2) fir z = a, nicht unendlich wird. Da nun f(z) fir
z = a, endlich ist, so muss ¥ (2) hier unendlich werden, und
zwar so wie @ (z). Soll daher @(z) in a, so unendlich werden,
wie /3(z), so kann man setzen
Y(2) =1(2) + ¥1(2),

wo nun ¥ (z) nicht far @, und @,, sondern nur noch fir a,,
etc. unendlich wird. Fahrt man so fort, so gelangt man endlich
zu einer Function i, die gar nicht mehr unendlich wird, also
eine Constante ist. Wird diese mit C bezeichnet, so erhalt man

QR)=/12)+1,e) + =)+ ....+C.

§ 34.
Man sagt, eine Function ¢ (2) wird fir einen Werth von 2
unendlich klein oder Null von der nten Ordnung, wenn

5%5 fir diesen Werth unendlich gross von der nten Ordnung
wird. Fir diesen Fall ist nach § 29 und 30

fir z=a lim (%
. q’l weder Null noch unendlich gross.
5 < =00 lim m

Da nun auch die umgekehrten Briiche endliche und von Null
verschiedene Grenzwerthe haben missen, so haben wir als Be-
dingungen dafir, dass @(2) fir z = oo oder fiir einen endlichen
Werth z=a unendlich klein oder Null von der nten Ordnung ist:
?(z) .
A (z—a)» » weder Null noch unendlich gross.
» z=o00 limz"@(z)
Diese Bedingungen entstehen aus denen des unendlich gross Wer-
dens, wenn — n an die Stelle von n tritt, und daher kann man
auch ein unendlich klein Werden als ein unendlich gross Werden
von negativer Ordnung betrachten oder auch umgekehrt.
Wird /(z) far z = a Null von der nten Ordnung, und setzt

fir z2—=a lim

man
2@ =v(2)

(z—a)
so ist nach dem Obigen ¥ (z) eine Function, welche fir z =«
endlich und von Null verschieden ist. Hieraus folgt, dass man
immer

Pz)=(z—a]y(2)
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setzen, also aus ¢(z) den Factor (z — a)* herausziehen kann.
Setzt man — n an die Stelle von n, so gilt dasselbe auch, wenn
@(z) fir z—=a unendlich gross von der nmten Ordnung wird.
Dann kann man selzen .
—_ %@
(P(Z) _— (z—a)ﬂ °

Hierdurch rechtfertigt sich die oben (§ 29) angefibrte Auf-
fassungsweise, nach welcher ein unendlich Werden von der nten
Ordnung als n-maliges unendlich Werden von der ersten Ord-
nung betrachtet werden kann. Denn ist z. B. @(2) far zwei
Puncte z =— @ und z =— b unendlich klein von der ersten Ord-
nung, so ist zuerst

P(z)=(z—a) ¥(2),
wo 9P (z) fir z =a endlich bleibt und fir z =% unendlich klein
werden muss. Daher ist dann

V)= (—bj¥(z) , @)= (z—a)(z—0b) %),
wo 9, (z) sowobl fir z = a als auch fir z = endlich bleibt.
Fallen pun die Puncte » und @ zusammen, so entsteht
9(2) = (z — a)*¥(2),
und daher ist dann @ (z) fir z=—a von der 2ten Ordnung un-
endlich klein. Beim unendlich gross Werden verhalt sich die
Sache ebenso.

Wird ¢ (z) fir z = oo unendlich klein von der nten Ord-
nung, so ist

2 @(z) =¥(2)
fir z = oo endlich und von Null verschieden, und diese Glei-
chung gilt auch zugleich fir das unendlich gross Werden, wenn
— n an Stelle von n gesetzt wird. Daher kann man in diesem
Falle beim unendlich klein Werden von ¢(z)

?(2)

— %)
=%

und beim unendlich gross Werden

P(2) =2z"¥(2)
setzen, wo (2) eine fir z = oo endlich und von Null verschie-
den bleibende Function bedeutet.
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§ 35.

Hieran knipft sich die Untersuchung, wie oft eine ein-
werthige Function in einem Gebiete unendlich klein oder gross
von der ersten Ordnung wird, wobei ein unendlich Werden von
der nten Ordnung als n-maliges unendlich Werden von der ersten
Ordnung aufgefasst wird. Diese Anzahl kann namlich nach Rie-
mann durch ein bestimmtes Integral ausgedriickt werden. Inner-
halb eines Gebietes 7 werde die einwerthige Function ¢ (z) in
den Puncten a,, a,, a,, etc. unendlich klein oder gross, und
zwar resp. von den Ordnungen n,, n,, n,, etc., die fir ein un-
endlich klein Werden positiv, fir ein unendlich gross Werden
negativ zu nehmen seien. Wir betrachten nun das Integral

) 9’ ()
Jd log @ (2) oder ‘/:p(z) dz,

bezogen auf die ganze Begrenzung von 7. Die Function

9 (z)
? (z)
wird unendlich gross firr alle Puncte, in denen ¢ (z) Null, und
far alle diejenigen, in denen @’(2) unendlich gross ist. Nach
§ 24 bleibt aber @’(z) endlich in allen Puncten, in denen ¢(z)
endlich ist, und wird nach § 29 in allen denen unendlich, in
denen ¢(2) es ist; daher sind die Unstetigkeitspuncte von ¢’(z)
4 2.3

P (2)
unendlich gross fir die sammtlichen Puncte a,, a,, a5, etc,, und
nur fir diese. Nach § 19 ist nun das obige auf die Begrenzung
von T bezogene Integral gleich der Summe der Integrale ausge-
dehnt auf kleine, um die Puncte a beschriebene Kreise. Sei 4
eines dieser Integrale entsprechend dem Puncte @, bei welchem
die Ordnung des unendlich Werdens gleich n sei. Dann kaonn
man nach § 34 setzen

?(2) = (z—ay(2),
wo 1 (2) fir z = o endlich und von' Null vegschieden bleibt.
Hieraus folgt
. dz /
A= Jdlog ¢ (2) = i—a +f:: g; dz,
das Integral auf einen kleinen um a beschriebenen Kreis ausge-
debnt. Da nun innerhalb des Integrationskreises  (z) nicht null

innerhalb 7' identisch mit denen von @(z). Demnach wir
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und 9’ (z) nicht unendlich gross ist, so ist %—E—f—; stetig und da-
her (§ 18)

Ausserdem ist (§ 20)

fdz — 9mi
z—a

A = 2min.

und daher

Summirt man diese Werthe 4 fir alle Punkte a, so erhiil man

‘]:Uog o) =27 (ny + n, + n; 4+ ...) = 2niZn,

das Integral auf die Begrenzung von T ausgedebnt, und hierin
giebt Tn an, wie oft @ (2) innerhalb T unendlich gross oder
klein von der ersten Ordnung wird, wenn man ein unendlich
Werden n'er Ordnung als n-maliges unendlich Werden erster Ord-
nung ansieht. Wir haben also den Satzy Das Integral

Jarg 92

einer einwerthigen Function ¢ (z), bezogen auf die Be-
grenzung eines Gebietes T, ist gleich 2#i mal der An-
zahl der Puncte, in denen ¢(z) innerhalb 7 unendlich

22) 4

(klein oder gross von der ersten Ordnung ist.

Bezieht man den Buchstaben » auf das unendlich klein Wer-
den und deutet die Ordnungszahlen des unendlich gross Werdens
durch — » an, da sie negativ zu nehmen sind, so erhalt man

fd log @ (z) = 27 (Zn — Zv).

Wenn die Function ¢ (2) innerhalb T endlich bleibt, so fallt aus
der vorigen Forme!l das Glied — 2w fort, und die Anzahl der
Puncte, in denen eine einwerthige Function ¢(z) Null
von der ersten Ordnung ist innerhalb eines Gebietes
T, in welchem @ (z) stetig bleibt, ist gleich

| o a8 90),

das Integral auf die Begrenzung von 7 bezogen.
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§ 36.

Wenn man nun unter den Puncten @ alle endlichen Puncte
versteht, in denen @ (z) unendlich klein oder gross ist, so kommt
es noch darauf an, wie sich @(z) fir z = oo verhilt. Nehmen
wir an, @ (z) werde fir z = oo m Mal unendlich und zwar be-
ziehe sich wieder ein positives 7 auf das unendlich klein, ein
negatives m auf das unendlich gross Werden. Nimml man dann
als Begrenzung von 7' einen Kreis um den Nullpunct, welcher dic
saimmtlichen Puncte a umgiebt, so ist zunachst nach dem Vori-
gen auf diesen Kreis bezogen

fd log @ (2) = 27i (Zn — Xv),
Fibrt man nun aber statt z eine neue Variable u durch die Be-
ziehung
z=21
u
ein, so entspricht jedem Puncte z ein Punct %, und dem Puncte
z = oo der Punct ¥ = (0. Setzt man ferner
z=r (cos ¢ + #sin @),
so wird
u=21 (cos ¢ — i sin @).
. r
Beschreibt nun z eine geschlossene Linie Z um den Nullpunct,
so beschreibt u, weil dabei @ von 0 bis 2x wachst, ebenfalls

eine geschlossene Linie U/ um den Nullpunct, aber in umgekehr-
ter Richtung. Lasst man ferner bei constantem ¢ den Radius

Vector » wachsen, so nimmt % ab und umgekebrt, folglich ent-

sprechen allen Punclen z ausserbalb Z Puncte %, die innerhalb
U liegen. Fithrt man jetzt in dem Integrale

P (z)
f d log @(z) oder f ® dz

u statt z ein, indem man die aus @(z) dadurch hervorgehende
Function mit /(¥) bezeichnet, so erhilt man

()
fdlogfu) oderf,.()du

In dem Integrale nach z ist die Integrationscurve Z ein alle Puncle
a umschliessender Kreis um den Nullpunct, also ist in dem In-
tegrale nach u die Integrationscurve auch ein Kreis um den Null-
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punct, der aber in entgegengesetzter Richtung durchlaufen wird.
Nimmt man daher bei beiden Integralen die Integration in der
Richtung der wachsenden Winkel, so ist

[dlogq;(z —fdlog/’

das erste Integral auf den Kreis Z, das zweite auf den Kreis U
bezogen. Der Kreis Z umgiebt alle Puncte a, also wird ¢(z)
ausserhalb Z pur unendlich fir 2z —=o00, und daher f(u) in-
nerhalb 7 nur unendlich fir ¥ =20. Fir z =00 war ¢(2)
unendlich klein von der mten Ordnung, sodass

[lim o~ 9(2) ]z= = [lim £l

endlich und von Null verschieden ist; demnach ist auch /(%) far

u = 0 unendlich klein von der mten Ordnung, und setzt man
f(u) =vw" ¢ (),

so bedeutet 9 (u) eine Function, welche in v = (0, also dberall

innerhalb U endlich und von Null verschieden ist. Nun folgt wieder

. du W ()
fdlogf(u)_m 7+f¢(u)du,

worin das zweite Integral verschwindet, und das erste, in der Rich-
tung der wachsenden Winkel genommen, — 2#i m ist. Demnach
erhalt man

fdlogcp —fdlogf‘ = —2mi.m.

Vergleicht man dies Resultat mit dem unter (23) gefundenen
Werthe dieses auf dieselbe Curve bezogenen Integrales, so er-
giebt sich

u=0

Zn —2y=—m.
Ist nun @(z) fiir z = oo Null, so ist 7 positiv, und man erhalt

m 4 Zn = 2v;
ist aber @(z) fir z =00 unendlich gross, so ist m negativ;
schreibt man — g dafir, so folgt

Zn=up <4 2.
In beiden Gleichungen giebt dann die linke Seite an, wie oft
@ (2) in der ganzen unendlichen Ebene Null von der ersten Ord-

nung, und die rechte Seite, wie oft diese Function unend-
lich gross von der ersten Ordnung wird, und wir erhalten den
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allgemeinen Satz: Eine einwerthige Function wird in der
ganzen unendlichen Ebene ebenso oft Null wie un-
endlich gross. Daraus folgt sogleich: eine einwerthige
Function nimmt jeden beliebigen Werth 4 ebenso oft
an, als sie unendlich gross wird. Denn ¢@(z) — & wird
ebenso unendlich gross wie ‘g (z), daher wird ¢(z) — % ebenso oft
Null, als @(z) unendlich gross wird, und folglich @ (z) ebenso
oft = k.

Hieraus ergiebt sich unmittelbar der Fundamentalsatz der Al-
gebra, denn eine ganze Function nten Grades wird nur fir z—o00
unendlich gross und zwar n Mal, folglich muss sie auch » Mal
Null werden, und daher muss eine Gleichung nten Grades
immer n Wurzeln haben.

§ 37.

Man kann nun den schon im § 32 bewiesenen Satz, dass
eine einwerthige Function, welche nur eine endliche Anzahl von
Malen unendlich gross wird, eine rationale Function sein muss,
auf’s Neue und in einer andern Form beweisen.

Seien a,, a,, a,, etc. die endlichen Werthe von z, fir welche
eine einwerthige Function ¢ (z) unendlich klein oder gross wird,
und mdgen resp. n,, 1y, ng, elc. die Ordnungszahlen des Unend-
lichwerdens bedeuten, positiv beim unendlich klein, negativ beim
unendlich gross Werden. Dann kann man zuerst nach § 34

n,
P (2) = (z—a)) '¥(2)
setzen, wo ¥ (z) fir z — @, endlich und von Null verschieden
ist, aber fir z = a,, a,, etc. unendlich wird. Alsdann ist

n,

P(2) = (z —ay) "),
wo nun

i) = —2

(z—ay) (z—ay)
fir @, und @, nicht, wohl aber fir a;, etc. unendlich wird; fahrt
man so fort, so gelangt man zu einer Function
2 (z) — 9(z) — ?(2)

n; ny ng n
(z—a,) (z—a;) (z—aj) ..... II(z—a)

welche fir keinen endlichen Werth von z mehr unendlich wird.
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Von dieser kann nun aber gezeigt werden, dass sie auch fir
== oo nicht unendlich gross werden kann. Da namlich

( —a)" = 2" (1—- %)n

ist, so kann man schreiben
nz—a)" = zznﬂ(l-—:—)"

Bezeichnet aber m die Anzahl, wie oft ¢(z) fir 2 = oo unend-
lich wird, positiv beim unendlich klein, negativ belm unendlich
gross Werden, so ist (§ 36, (24))

‘ n=——m,
da hier Zn dasselbe bedeutet, was dort mit Zn — Zv bezeich-
net worden ist. Demmnach hat man

- Hiz—a)" = z_mﬂ(l —-1)"

und i.(z) — qu’(l) .

Fir z = oo aber ist

lim =%/ Z Pz —limz ?(2),
”(1—-)
und dies ist nach § 34 endlich und von Null verschieden, da
@(2) fir z = oo von der mten Ordnung unendlich klein wird.
Folglich ist 4(z) in der That eine Function, welche far z —=o00
endlich bleibt; da sie nun auch fir keinen endlichen Werth von
z uunendlich gross wird, so muss sie nach § 28 eine Constante
sein. Bezeichnet man diese mit C, so ist

P(z) = CN(z—a) -
Behilt man nun a,, a,, a,; etc, fir die endlichen Werthe von z
bei, fir welehe @(z) verschwindet, resp. von den Ordnungen n,,
ny, ny, etc.; und bezeichnet mit «,, «,, 3, etc. die endlichen
Werthe, fir welche @(z) unendlich gross wird, resp. von den
Ordnungen v;, v,, v, etc., so ist

?(z) =



Abschn. VII. B. Functionen mit Verzweigungspuncten. § 38. 127

Demnach ist ¢(z) wirklich eine rationale Function, und zwar
erscheint sie hier im Zihler und Nenner in Factoren aufgelost,
wahrend sie in § 32 in Partialbriiche und eine ganze Function
zerlegt war.

Hieraus folgt ferner: Eine einwerthige Function ist
bis auf einen constanten Factor bestimmt, sobald man
alle endlichen Werthe kennt, fiir welche sie unend-
lich klein und unendlich gross wird, und von jedem
auch die Ordnungszahl des Unendlichwerdens, und:
Zwei einwerthige Functionen, welche in diesen Wer-
then und in den Ordnungszahlen ubereinstimmen,
sind bis auf einen constanten Factor einander gleich.
Diese Satze bleiben auch noch richtig, wenn die Anzahl der
Werthe, fir welche eine Function unendlich wird, unendlich gross
ist. Denn da bei zwei Functionen, die in diesen Werthen und
zugleich in den Ordnungszahlen @bereinstimmen, jeder solche
Werth fir jede der beiden Functionen den gleichen Factor im
Zahler oder im Nenner liefert, so kann ibr Quotient nur eine
Constante sein.

B. Functionen mit Verzweigungspuncten.

§ 38.

Indem wir nun zur Betrachtung von Functionen ibergehen,
welche Verzweigungspuncte besitzen, erinnern wir an die im Ein-
gange dieses Abschnitts gemachte Bemerkung, deren Richtigkeit
sich aus der Art, wie die vorigen Untersuchungen gefihrt wor-
den sind, ergiebt, dass alle von einwerthigen Functionen gelten-
den Satze, die sich nur auf endliche Flachentheile beziehen, auch
fir eine belichige Function giiltig bleiben, so lange dieselbe in
dem zu betrachtenden Flichentheile einindrig ist, d. h. darin keine
Verzweigungspuncte besitzt. Wir haben daher hier nur noch die
Verzweigungspuncte selbst naher zu betrachten und kniipfen an
die in § 21 angestellte Untersuchung an, welche Folgendes ergeben
hat: Ist z =05 ein Verzweigungspunct einer Function f (z), in
welchem m Blitter der z - Flaiche zusammenhingen (ein Win-
dungspunct (m—1)ter Ordnung (§ 13)), und setzt man

(2= =%
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wodurch f(z) in @(f) Gbergehe, so hat @ () an der z=b ent-
sprechenden Stelle { — 0 keinen Verzweigungspunct.

Man kann nun zuerst die Betrachtung des § 27 auf ein den
Punct { — 0 umgebendes Gebiet anwenden, da man dasselbe
immer so klein wablen kann, dass es keinen Verzweigungspunct
enthalt. Dann bleibt ¢ (§) an der Stelle { = 0 endlich und stetig,
wenn h

[lim o (t)]z=o= 0

ist; folglich erhalten wir als die nothwendige und hinreichende
Bedingung dafir, dass f(z) in dem Verzweigungspuncte z =—
endlich und stetig bleibe :

1
[lim (z—b)™ [ (z)] =0.
z=b
Ferner ergeben die Betrachtungen des § 29, dass wenn g (f) in
dem Puncte { = 0 unendlich gross von der nten Ordnung wird,
man setzen kann :
’ ” 0 (”)
¢(§) = .g_ +%{+§3 + M +% + l(;),
wo A(§) far { = 0 endlich bleibt, und die Grdssen g constante
Coefficienten bedeuten. Demnach hat man, wenn nun f(z) in
dem Verzweigungspuncte z — b unendlich gross wird,

f(z) f—1 g 5 + g 5 + g 5 + ..... + __g(_.)_” + d;(z)’
(z—=b)m —hm  (z—b)m (=—b)m
wo P (z) = A(f) sei, und fir z = "> endlich bleibe. Dann ist

lim (z — b)™f(z) endlich und von Null verschieden,

und man bezeichnet die Ordnung des Unendlichwerdens
von f(z) durch den Bruch —;—:—
In b hingen m Blatter der z-Fliche zusammen, daher fal-

len hier auch m Functionswerthe auf einander. Jeder derselben,

der mit w bezeichnet werden moge, wird so unendlich, dass
n

lim w (z—b)™
endlich und von Null verschieden bleibt. Demnach ist auch

lim w (z—)"
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weder Null noch unendlich, und daher kann man auch sagen:
die Function w wird in &, wo m Blitter zusammen-
hingen, n Mal unendlich, wenn jeder der hier zusam-

menfallenden Werthe von der Ordnung ’3:7 unendlich

wird.

Genauer bestimmt man die Art des Unendlichwerdens von
f(2), indem man den Ausdruck angiebt, um welchen sich f(2)
in b von einer dort endlich bleibenden Function unterschei-

det. Dieser Ausdruck schreitet, wie die letzte Gleichung zeigt,
1 .
nach ganzen Potenzen von (z—3) ™ fort. Man sagt also z. B.
f(z) wird unendlich, wie —Z—, oder wie —Z—;, oder wie
(z—b)m (z—b)m

’ ’”

g 1+ I —usw
(z—b)m  (z—b)m .

Betrachten wir nun noch den Werth z = oo, welcher, wie
wir schon § 14 gesehen haben, durch einen bestimmten Punct
reprasentirt werden und dann auch als Verzweigungspunct auf-
treten kann. Man setze

z= %— und f(2) = @ (u);

dann ist ¥ = 0 ein Windungspunct (m— 1)ter Ordnung fiir ¢ (u),
wenn z = oo ein solcher fir f(z) ist. Demnach kann man
setzen

o) =& + %5+ + 8 + 2

m m um

®
®

oder
1 2

[A=gz" + ¢'z™ + - + 97" +9(), (g5
wo ¥(z) = A(u) fir z = oo endlich bleibt. Folglich ist /(2)
fir z =00 endlich und stetig, wenn

lim [ﬁ%)] =0
zm 2=00

ist; und wenn in z = oo m Werthe der Function zusam-

menfallen, von denen jeder von der Ordnung ’% unendlich gross

wird, was der Fall ist, wenn
Durége, Funct. compl. Var, 9
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Em [’(—?] endlich und von Null verschieden
2™ _l;—00

ist, so sagt man, f(z) wird in z — oo s Mal unendlich.

$ 39.
° Wir miissen pun auch das Verhalten der derivirten Func-
tion %’ {f(z) = w gesetat) in einem Verzweigungspuncte niher

ins Auge fassen. Zuerst betrachten wir nar solche endliche Puncte,
in denen w endlich bleibt. Im § 24 ist gezeigt worden, dass
wenn w in einem Gebiete endlich und einindrig ist, also darin

weder Ubstetigkeitspuncte noch Verzweigungspuncte besitzt, :z—w
in demselben Gebiete ebenfalls endlich und stetig bleibt. Driickt
man nun die Derivirte durch den Grenzwerth, dem sie gleich ist,
aus, indem man den fir z — g staltfindenden Werth von 2 mit

w0, bezeichnet, so hat man

dw . w—w,
dz — lim z—a °’
und kann demgemiss sagen: wenn z — a weder ein Unstetig-
keitspunct noch ein Verzweigungspunct von w ist, so ist

lim

nicht unendlich gross.

zZ—a
Man kann aber auch entscheiden, unter welcher Bedingung die-
ser Grenzwerth von Null verschieden bleibt. Dazu braucht man
nur z als Function von w za betrachten. Wenn namlich der
dem Puncte z = a entsprechende Punct w = w, kein Verzwei-
gungspunct der Function z ist, so ist nach dem Obigen

lim :'_—:’ nicht unendlich gross,

und daher der umgekehrte Bruch

lim ——* picht Null
Wir erhalten also zuerst folgenden Satz, der als Grundlage fir das
Folgende dient: Sind z=a und w=w, zwei einander ent-
sprechende endliche Puncte, und ist weder z=—a ein

Verzweigungspunct von w, noch w=w, ein Verzwei-
gungspunct von z, so ist

N
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lim endlich und nicht Null

z2—a

Daraus folgt, dass die Derivirte %’1 in einem endlichen Puncte (in

dem auch w endlich ist) nur dann Null oder unendlich gross wer-
den kann, wenn darin entweder firr w, als Function von z, oder
far z, als Function von w2 betrachtet, eine Verzweigung eintritt.

" Tritt nun an die Stelle von @ ein Verzweigungspunct b, in
welchem aber w einen endlichen Werth w, hat, so setze man,
wenn die z-Fliche sich m Mal um & windet, (nach § 21)

1
(z—d~=¢;

dann hat w als Function von § betrachtet, an der Stelle £ =0
weder einen Unstetigkeitspunct noch einen Verzweigungspunct.
Nehmen wir nun den Fall an, dass auch §, als Function von w
betrachtet, an der Stelleww=—=1wy; keinen Verzweigungspunct besitzt,
so sind die Voraussetzungen des vorigen Satzes erfillt, und
daher ist

— —w
limw twb oder lim il bl weder Null noch unendlich.
(z—b)m
Nun ist aber
z—b=¢n~,

also z eine rationale Function von §, und folglich nach § 15
eine ebenso verzweigte Function von w, wie £ Wenn daher §
an der Stelle w — wj keinen Verzweigungspunct besitzt, so hat
z, als Function von w betrachtet, dort ebenfalls keinen solchen,

und daher erhalten wir folgenden Satz: Hat w in z=25 einen;

Windungspunct (m—1)ter Ordnung, z aber, als Func-
tion von w betrachtet, in w = w; keinen Verzwei-
gungspunct, so ist

w—w
lim bl endlich und von Null verschieden.

(z—b)m
Bezeichnet man diesen endlichen Grenzwerth mit 4, so ist nun
auch

(w0 —w,\™
lim ——8) — jm;
z—b
es war aber
9*

(26)
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]im Z—b ——4 E-’
also ist
& —tim = k
dz — -1 m—1
(0—10,) (z—b) =

Unter der Voraussetzung des Satzes (26) wird also %

in b unendlich gross, und zwar so, dass
27) J

"4 ™o
lim (w — wy) Ew und lim (z—2%) = - Weder Null noch

unendlich ist.
: 1
Wenn dagegen { oder (z—b&)™ in w = w, einen Verzwei-
gungspunct besitzt, und zwar einen solchen, in welchem p Blat-
ter der w-Fliche zusammenhangen, so treffen die Voraussetzun-
gen des Satzes (26) in der Weise zu, dass { als Function von
w in wy einen Windungspunct (u — 1)ter Ordnung, w aber als
Function von § in §= 0 keinen Verzweigungspunct hat, und
folglich ist dann - '
lim —&—
(w—1o, )
und also auch der umgekehrte Bruch
1

(0—wy)K
1
(z—b)m
(Da nun wieder z und ¢ gleichverzweigte Functionen von w sind,
so schliessen wir: Hat w an der Stelle z—=25 einen Win-
dungspunct (m—1)ter Ordnung, und 2z als Function
(28)Tvon w betrachtet an der entsprechenden Stelle w=
w; einen Windungspunct (u—1)ter Ordnung, so ist

lim endlich und nicht Null.

1

lim (w-—wb)l‘
1

(z—b)=
Bezeichnet man diesen Grenzwerth mit %, so folgt

lim 0,

endlich und von Null verschieden.

und da
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. w—wb — d_w
lim = 5

ist,
dw

p—m p=m
z = lim. Anw—wy) ¢ =limwz—0) = .

Demnach ist unter der Voraussetzung des Satzes (28) :—;—0 Null

oder unendlich gross, je nachdem g> oder <m ist,

und zwar so, dass (29)
mp n—
lim (w—wy) # % und lim (z—0%) = % weder Null noch

unendlich ist.

Wir haben nun noch den Werth z=—o00 zu betrachten, in-
dem wir die Voraussetzung beibebalten, dass er einen Verzwei-
gungspunct reprasentirt, in welchem aber w endlich ist. Sei

Z = —

u
und ' der fir z =00 oder ¥ — 0 stattfindende Werth von w.
Nehmen wir an, z = oo sei von w ein Windungspunct (m—1)ter
Ordnung, w = w’ aber von z ¢in Windungspunct (x — 1)ter Ord-
nung, so erhalten wir nach (28), weil z und » gleichverzweigte
Functionen von w sind, und auch die Verzweigung von w sich
nicht indert, ob man w als Function von z oder von u betrachtet,

1 1 L
lim [(—"i:'?l)—”:' oder [lim 2™ (w — w)" :, (30)
u-;' u=0 =00

endlich und nicht Null,
und wenn dieser Grenzwerth mit % bezeichnet wird (mach (29))

u—m n—m

’

& — Yimhm(w—w)) # = lim heuy = .
du
Nun ist aber
dw __ __1dw
dz — 2% du
also
(o) o
dw . hm w-—w’ 12 N Ru m
= lim — = hm.—z—,—
oder
; ,)#_1‘_"'_ A
dw . w—w) £ .
E:—llm -———h;-—_—hm im
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(Demnach ist hier it Null und iwar so, dass die Aus-

dz
dricke
n—p uim
22(w—w) » do 1 __dw , 7 m o
& uimdz dz

endliche und von Null verschiedene Grenzwerthe
haben.

Endlich wenden wir uns zur Betrachtung des Falles, dass
w selbst in einem Verzweigungspuncte unendlich gross wird, und
nehmen letzteren zuerst endlich =5 an. Hingen nun in z=15
m Blatter und in 1w = oo u Blitter zusammen, so kdnnen wir
sofort aus (30) erkennen, welcher Ausdruck endlich und von Null

" verschieden bleibt. Denn setzen wir dort z—5 an die Stelle

von w — w, ferner w an die Stelle von z und vertauschen =

mit ¢ mit einander, so ergiebt sich, dass
1 1

lim we (z—b" =7
endlich und von Null verschieden bleibt. Da nun hieraus aber

L
lim w (2 —b)™ = h#*
folgt, so dass auch dieser Grenzwerth weder Null noch unendlich
gross ist, so ergiebt sich (nach § 38), dass w in diesem Falle

unendlich gross von der Ordnung -f;:ist; und zugleich gilt auchdas

Umgekehrte. Indem wir ferner in dem zweiten der Ausdricke (31)
dieselben Vertauschungen vornehmen, wie oben, sehen wir, dass
1 &

mtp  dw
(z—8) =

und also auch der reciproke Werth

=0

endlich und nicht Null ist, und dass also g;ﬁ unendlich gross iat

von der Ordnung '""'n'" - Das Resultat ist daher: Wird w in
einem Windungspuncte (m—1)ter Ordnung z=25% un-
endlich gross von der Ordnung ﬁ, so ist w = oo selbst
zugleich ein Windungspunct (g—1)ter Ordnung, und
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=t mte un.
m

umgekehrt; und Z—; wird von der Ordnung
endlich gross.

Wird zweitens w fiir z = oo unendlich gross, und ist die-
ser Punct ein Windungspunct (m — 1)ter Ordnung, wahrend
w == oo ein Windungspunct (@ — 1)ter Ordnung ist, so setze

man 2z = 11‘—; dann ist nach dem vorigen Satze fir u = 0
&
lim w.u"
und daher fir z = co
lim -
o
m

endlich und von Null verschieden, und folglich % unendlich gross

von der Ordnung 5"—. Ferner - bleibt fir ¥ =0

und fir 2 =00

- i

RE

ist, so ist
™ dw
dz

fir z =— oo endlich und nicht Null, und daher % entweder Null

oder unendlich gross, je nachdem m > oder < p isl
Hat man z. B. die Gleichung

(w—w)*(z—0)"=1,

lim z

iso st

’ 1 1
w—w = und z—b= ’
(z—)} (w—w)¥

also ist w fiir z = b unendlich gross von der Ordnung §. Zu-
gleich hangen an der Stelle z =175 drei Blatter der z-Flache,
und an der entsprechenden Stelle w =— oo finf Blatter der w-
Fliche zusammen. Ferner ist
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1
dz ) (z__b)g’
also fur z = b unendlich gross von der Ordnung §-
Bei den Gleichungen

%

w=2% und w=2=2
sind die Stellen z =00 und w = oo entsprechend. Man er-
hilt resp.

=-§---—1—— und %=-§-Z§,

daher lst Y fir z = oo im ersten Falle Null, und im zweiten
unendlich gross.

§ 40.

Wir konnen nun auch angeben, in welcher Weise sich die
Fliche der z auf der Flache-der w in der Nihe eines Verzwei-
gungspunctes abbildet, und’ damit die in § 7 erwahnten Ausnah-
mefille erledigen.

Nehmen wir an, z=2>5 sei ein Windungspunct (m — 1)ter,
und w = w;, ein Wmdungspunct (¢ — 1)ter Ordnung, so
hat (28)

lim (‘w“—'wb);.

(z—b)m
einen bestimmten endllchen und von Null verschiedenen Grenz-
werth. Nahert man sich also von verschiedenen Seiten her den
Puncten 2 =250 und w =—w;, so ist es dieser Ausdruck, und

nicht mebr, wie in § 7, der Ausdruck lim ?:Tw“,
nen von der Richtung der Annaherung unabhingigen endlichen
Werth hat. Sind demnach 2’ und z” zwei an & in verschiede-
ner Richtung unendlich nahe liegende Puncte, %’ und »” die

ihnen entsprechenden Puncte der w-Flache, so ist

welcher ei-

L 1
(w—wp) # (W' —wy)#
ER 1
=)™ " —b™
oder 1 1
m

(w'—w.. )7‘— (z'-— )
T —— T .
W —wp z—b
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Setzt man nun
w — wy==¢ (cos ¢’ <+ isinv)
W’ — wy = @" (cos ¥’ + i sin ")
Z —b =71 (cos ¢ + ising)
2 —b =1" (cos ¢” + isin¢"),
80 folgt

() (5 a5 () (5

+zsmq’ 9

und hieraus

)
@) () m @ —v)=u(@—.9)

Es findet also in der Nihe des Verzwelgungspunctes nicht mehr
Aehnlichkeit in den unendlich kleinen Theilen statt.
In dem in § 7 angefithrten Beispiele
w = 22
ist m =1 und p =2, folglich wird fiir den Verzweigungspunct

w =0, (entsprechend z = 0) %”

L
"

1
_ ('J)ﬂl . 'u’r_"pn _ q’y_q’n
= (=) ; =
r w m .
oder

=0, da g > m ist; zu-
gleich ist A
’ r' 2 ’ ’” ’

%=Gﬁ V—y'=20¢—9

was sich auch schon § 7 in einem bestimmten Falle ergeben
hatte. Eine unmittelbare Folge hiervon ist u. a. der von Sie-
beck*) auf andere Weise bewiesene Satz: Der Winkel, unter
welchem sich zwei confocale Parabeln schneiden, ist
halb so gross, als der Winkel, den ihre Axen mit ein-
ander bilden. Man aberzeugt sich nimlich nach dem § 7
angegebenen Verfahren oder auch auf andere Weise leicht, dass
jeder nicht durch den Nullpunct gehenden Geraden in z eine

Parabel in » entspricht, deren Brenmpunct im Nullpuncte liegt,
und deren Axe einer Geraden in z entspricht, die ebenfalls durch

*) Siebeck: Ueber die graphische Darstellung imagingrer Functio-
nen. Crelle’s Journ. Bd, 55. pag. 239.
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den Nullpunct geht und der fritheren Geraden parallel ist. Der
Winkel, welchen zwei nicht dureh den Nullpunct gehende Gerade
in z mit einander bilden, ist nun ebenso gross, wie der Winkel,
unter dem sich die entsprechenden Parabeln in w schneiden; un-
ter demselben Winkel schneiden sich auch die durch den Null-
punct gehenden parallelen Geraden in z, welchen die Axen der
Parabeln in  entsprechen. Da aber der Nullpunct Verzwei-
guongspunct von 2 ist, und zwar m =1 und g — 2, so bilden
die Axen der Parabeln den doppelten Winkel mit einander.
Ausserdem erhellt aus der obigen allgemeinen Betrachtung,
dass die Puncte der w-Fliche, welche Siebeck Brennpuncte

nennt, und die dadurch characterisirt sind, dass in ihnen g?w =0

ist, zugleich Verzweigungspuncte sein werden, und azwar solche,
fir welche p > m ist.

§ 41.

Wenn eine Function w fir jeden Werth von =z
n Werthe besitzt und nur eine endliche Anzahl von
Malen unendlich wird, so ist sie eine algebraische
Function.

Man bezeichne mit w;, w,, .... w, die n Werthe von w,
welche einem bestimmten Werthe von z entsprechen. Bildet man
nun das Product

S=(—w) (6—wy) - (6 —w,),
worin ¢ eine beliebige von z unabhingige Grosse bedeutet, so
ist S symmetrisch in Bezug auf w,, w,,... w, Lasst man z
irgend eine scheinbar geschlossene (§ 12) Linie beschreiben, so
werden zwar einige oder alle der Werthe w,, w,, ... w, sich
geandert haben, aber in den n» unmittelbar iiber einander lie-
genden Puncten der z-Fliche wird w wieder die niamlichen
Werthe nur in anderer Anordnung besitzen, folglich hat sich S,
als Function von z betrachtet, dabei nicht geindert. S ist also
in allen Puncten eindndrig, und daher eine einwerthige Function
von z. Ausserdem wird S nur da unendlich gross, wo einer
oder mehrere der Werthe w,, w,, ... w, unendlich gross wer-
den. Jeder der letzteren wird der Annahme nach nur eine end-
liche Anzahl von Malen unendlich, also findet dasselbe auch bei
S statt. Demnach ist S eine einwerthige Function, welche nur



Abschn. VII. B. Functionen mit Verzweigungspuncten. § 41. 139

eine endliche Anzahl von Malen unendlich wird, und daher nach
§ 32 eine rationale Function von z. .Ist nun z = a ein Un-
stetigkeitspunct von w, der nicht zugleich ein Verzweigungspunct
ist, und ist in diesem wj; unendlich gross, und zwar « Mal,
so ist : :

wr (2 — )aund also auch (6 — wy) (z —-a)a
in @ endlich (§ 29). Ist ferner 2 =10 zugleich Unstetigkeits-
punct und Verzweigungspunct, und hangen in demselben w Blat-
ter zusammen, so fallen in ihm auch g Werthe von w auf ein-
ander. Bezeichnet man diese mit w,, w,, ... w,, und mit g
die Anzahl der Male, wie oft w in b unendlich gross wird, so
sind nach § 38 die Grossen

g ¥l £
w, (z —b" w,(z—0b" ------ w, (z—b)*
und folglich auch
£ 8 £

(@ —wy) (g —)F (@ —wy) (¢ — B~ e (6—w,) —D)*
endlich. Demnach bleibt auch ihr Product .
(6 —w,) @—w,) - (6 —1w,) (z—0f

in b endlich. Nun seien

ay, Gy, - 4
die Unstetigkeitspuncte, die nicht Verzweigungspuncte sind,

by, by, - by
die Unstetigkeitspuncte, die zugleich Verzweigungspuncte sind,
und man bezeichne die zugehérigen Ordnungszahlen « und B mit
entsprechenden Indices. Multiplicirt. man dann S mit dem
Ausdruck o

oy L1

Z=(—a)"z—a)™ - (z—a)
_— pt - 82_ e ﬂv
(#—by)" (z — by) (z—b)",
so bleibt das Proeduct

S Z=(6—w)(@—w) - (0—w,) (z—a)™(z — &)

R L A R o
fir alle Werthe @ und b, also iberhaupt fir alle endlichen
Werthe von z endlich. Demnach ist SZ eine einwerthige Func-
tion, welche nur fir z = oo und auch hier nur von einer end-
lichen Ordnung unendlich gross wird; folglich ist (nach § 31)
S8Z eine ganze Function von z. Nun wird in SZ zuerst jeder
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Factor von Z fiir z = oo unendlich gross; bezeichnet ferner %
die Anzahl der Male, wie oft w fir z = oo unendlich gross wird,
so ist die Apzahl der Male, wie oft SZ fir z — oo unendlich
gross ist, gleich
und dies ist gerade die Anzahl der Male, wie oft % {iberhaupt
unendlich gross wird. Bezeichnet man diese Zabl mit m, so ist
SZ eine ganze Function vom mten Grade von z. Nimmt man
nun auf die Grosse ¢ Riicksicht, so ist SZ auch eine ganze Func-
tion von 6 vom nten Grade. Denkt man sich also $Z nach Po-
tenzen von ¢ geordnet, so kann man sagen, dass SZ eine ganze
Function von 6 vom nten Grade ist, deren Coelficienten ganze
Functionen von z sind, die bis auf den mten Grad steigen, was
Riemann durch das Zeichen
F (5, 2)

auszudriicken pflegt. Diese Grosse verschwindet, wenn ¢ einen
der Werthe w,, w,, --- w, erhilt, und daher sind dies die n
Waurzeln der Gleichung

F (0, 2) =0.
Folglich ist eine n-werthige Function, die m Mal un-
endlich wird, die Wurzel einer algebraischen Glei-
chung zwischen w und z, die in Bezug auf w vom nten,
und deren Coefficienten in Bezug auf z vom mten

Grade sind.

Auﬂmer.Abmﬂnﬁtt
Integrale.

A. Integrale iiber geschlossene Linien ausgedehnt.
S 42.

Wir schreiten jetzt zu einer Vervollstindigung der im Ab-
schnitte IV. gegebenen Sitze. Nach den im vorigen Abschnitte
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festgestellten Begriffen iiber das Unendlichwerden der Functio-
nen kénnen wir den in’§ 20 abgeleiteten Satz so aussprechen:
Bezieht man das Integral

Sraa -
auf eine geschlossene Linie, die nur einen Unstetigkeitspunct «

umgiebt, welcher kein Verzweigungspunct ist, und in welchem
[ (z) von der ersten Ordnung unendlich gross wird, so ist

[f(z) dz =2 mi lim (z—a) [ (2).

Wir untersuchen nun den Werth dieses Integrals, wenn f(2) in
a unendlich gross von der nten Ordnung ist. Nach § 29 ist in
der Nachbarschaft de8 Punctes «

e e’ c(lc) . c(,.)
fe)=—+ G—ap +-- 4+ m'i‘"""‘m""f’(z)’ (32)
wo 9 (z) fir 2z =a endlich und stetig bleibt. Bildet man nun

[ (2z) dz in Bezug auf eine den Punct & umgebende geschlos-

sene Linie, so kann man dazu einen beliebig kleinen um 4 be-
schriebenen Kreis wahlen und hat dann zuerst

pr(z) dz =0,

C'dz .’
fz_a-—mnc.

zZ—a=r (cos @ < isin @) B

ferner

Setzt man ferner
so folgt

o
41) g PRLE 2V I S L.
‘ﬁ:_a)k = J‘(,_a)k = =27 | (cos kp — i sin ko) dgp.

Dieses Integral verschwindet aber, weil fur jeden von 0 verschie-
denen ganzzahligen Werth von %

n b 2.4
cos kg dp =0 sin kp dp =0
ist. Demnach ist fiur jeden von 1 verschiedenen Werth von &
Mz _
= — O

Aus dem Ausdrucke (32) verschwinden also bei der Integration
alle Glieder mit Ausnahme des ersten, und man hat
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[(z) dz =2mi-c’.

Demnach ist dies Integral stets gleich Null, wenn in dem Aus-
drucke, der die Art des Unendlichwerdens von /' (2)! angiebt, das

Integral den Werth 2xi ¢’

Gehen wir jetzt zu einem Verzweigungspuncte aber. Ist &
ein Unstetigkeitspunct, in welchem s Blitter der z-Fliche zu-
sammenhingen, so hat man in der Nachbarschaft des Punctes &

(S 38) Y .
ro)=—L 4+ 4. +;"_,,+¢+ o+
z—bm  (z—b)m (z—b)-
g(")
+ =+ ¥(2),
(z—b)m

wo % (2) in z=10 endlich und stetig ist. Bildet man nun
f f (z) dz bezogen auf eine den Punct b umgebende geschlos-
sene Linie, so kann man dazu einen beliebig kleinen Kreis wih-
len, dessen Peripherie aber m Mal durchlaufen werden muss, da-
mit er geschlossen sei.  Nun ist wieder zuerst

frp(z) dz = 0,-

z—-b=r(cos(p <+ ¢sin @)

4™
d’ 0/ d™idp =2mzig™

Bedeutet endlmh k eine von m verschiedene ganze Zahl, so ist

gMdz * dz
f et 4 f T
z—b)m =b)"m (z—0)

k—

ferner fur

(k) —
=L (cos mq)—isin’i-;.ﬂtp)d

—4!!
TR (] .

Nun ist aber wieder
[ - R

fcosi‘-%"—'qadtp:O , [sinl‘-—';—"-'-q:dq:=0.

0
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so lange & nicht gleich » ist, und daher ist auch

) gz
_fg £=0
(z—0)m

Demnach verschwinden bei der Integration des Ausdruckes (33)

alle Glieder mit Ausnahme von %, und folglich ist

j}'(z) dz = 2mmig,

Hiernach verschwindet auch dieses Integral immer dann, wenn in
dem Ausdrucke, welcher die Art des Unendlichwerdens von f'(2)

angiebt, das Glied -zgi% fehlt, und man kann allgemein den Satz

aussprechen: Das Integral ff(z)dz genommen um einen

Unstetigkeitspunct, um welchen die z-Fliche sich
m Mal windet, hat dann und nur dann einen von Null
verschiedenen Werth, wenn in dem Ausdrucke, wel-
cher die Art des Unendlichwerdens von f(z) angiebt,
das Glied, das von der ersten Ordnung unendlich
gross wird, vorhanden ist; und dieser Werth ist dann
gleich 2mzni mal dem Coefficienten dieses Gliedes.
Wenn der Unstetigkeitspunct kein Verzweigungspunct ist, braucht
man nur m =1 2u sefzen. :

§ 43.

Schon im § 14 ist der Vorstellungsart gedacht worden, nach
welcher man sich die unendliche Ebene als eine Kugel mit un-
endlich grossem Radius, also als eine geschlossene Fliche, und
dann den Werth z =o0c durch einen bestimmten Punct repra-
sentirt denken kann. In diesem Falle kann man auch von ge-
schlossenen Linien reden, welche den unendlich entfernten Punct
umgeben. Wir wollen nun untersuchen, wie sich Integrale ver-
halten, wenn sie auf solche geschlossene Linien bezogen wer-
den. Diese bilden, awch wenn man sich die unendlich grosse
Kugel wieder in der Ebene ausgebreitet denkt, geschlossene Li-
nien, aber dasjenige von der Linie begrenzte Gebiet, welches
den Punct z =oc enthilt, liegt in der Ebene ausserbalb der
geschlossenen Linie.

Fithrt man statt z eine andere Variable # ein, indem man
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1
u—k

z2— h=

und dann
f&)=o(u)

setzt, wo B und % zwei beliebig zu wihlende Puncte bedeuten
mdgen, so entspricht jedem Puncte z ein Punct » und umge-
kehrt. Den Puncten z =25 und u =k aber entsprechen resp.
u==o00 und z =o00. Setzt man

z—h=r (cos @ 4 §sin @),
so wird

1 -
% — k= (cos ¢ — i sin o).

Beschreibt nun z eine geschlossene Linie Z, welche den Punct %
umgiebt, so wichst ¢ von 0 bis zu einem Vielfachen von 2z;
daher umgiebt auch die entsprechende, von u beschriebene Linie
U den Punct %4, und zwar in ebenso vielen Umlaufen, wird aber
in entgegengesetzter Richtung durchlaufen. Geht ferner z von
der Peripherie von Z nach aussen, so wichst r, oder der Modul

von z — A, folglich nimmt —:—, oder der Modul von  — & ab,

und daher geht u von der Peripherie von U nach innen. Dem-
nach entsprechen allen ausserhalb Z liegenden Puncten z solche
Puncte u, die innerhalb U liegen. Betrachtet man jetzt die Curve
Z als die Begrenzung des ausserhalb liegenden Flachentheils, so
ist die positive Begrenzungsrichtung fiur diesen die entgegenge-
setzte, wie fir den inneren Flichentheil; daher werden Z und U
gleichzeitig in der positiven Begrenzungsrichtung der einander
entsprechenden Flichentheile durchlaufen,

Nun ist
ra=ot) . dr=— ",

also erhalt man
Jrea=— [,

und darin bezieht sich das erste Integral auf die Curve Z, und
das zweite auf die entsprechende Curve U, auf beide in positiver
Begrenzungsrichtung erstreckt. Hat man nun bei einer geschlos-
senen Fliche eine Curve Z, welche den Punct oo umgiebt, so
ist diese in der Ebene eine geschlossene Linie, welche den ausser-
halb liegenden Flichentheil begrenzt. Der beliebig anzunehmende
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Punct % kann immer so gewihlt werden, dass er innerhalb der
Curve Z liegt, dann entspricht der Flichentheil, welcher den
Punct z = oo enthilt, dem innerhalb U liegenden Flichentheile,
und auf die positiven Begrenzungen dieser Flichentheile erstreckt
gilt die vorige Gleichung

— — [o)adu
Jrera=— fo

Der Werth des Begrenzungsintegrales f f(z)dz hangt also von

der Beschaffenheit der Function (u(p—il):)! ab. Nun braucht man

nur solche Curven Z zu betrachten, welche abgesehen von dem
Puncte z =00 keine Unstetigkeitspuntte enthalten, dann wird
auch ¢ () innerhalb U hdchstens fir ¥ — & unendlich gross; es

@ (u)
(u— k)

kommt also darauf an, ob und wie fir ¥ == £ unendlich

gross ist. Dieser Ausdruck ist gleich (z — A)?/(z), und da fir

zZ2 =00

lim (z — A2 £(2) = lim 22/ (z)
ist, so ergiebt sich, dass zur Ermittelung unseres Begrenzungs-
integrals nicht sowohl die Beschaffenheit der Function
f(z) als vielmehr die der Function 2%/(2) im Puncte
z=—o00 maassgebend ist. Legt man aber diese zu Grunde, so
bleiben alle fritheren Sitze, die von Begrenzungsintegralen gel-
ten, auch fiir solche geschlossene Linien giltig, die den Punct co
umgeben, nur ist dabei zu beriicksichtigen, dass wenn das In-
tegral in der positiven Begrenzungsrichtung des Flachensticks,
das den Punct oo enthilt, genommen wird, der Integralwerth
das entgegengesetzte Vorzeichen erhalten muss. Ist also 22 f(2)
fir 2 = oo endlich, d. h. ist
lim 2 f(z) =0,
so ist das Integral Null; es geniigt also hierzu nicht, dass f(z)
endlich bleibe, es muss vielmehr unendlich klein mindestens von
der zweiten Ordnung sein. Ist -ferner 2?f(z) unendlich gross
von der ersten Ordnung, d. h. ist
lim 2 f(z) endlich und von Null verschieden,
so ist ’
ff(z)dzz — 2 lim z f(2),
Durége, Funct, compl, Var. 10
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das Integral in der positiven Begrenzungsrichtung um den Punct
oo genommen. Im Allgemeinen hat das Integral dann und nur
dann einen von Null verschiedenen Werth, wenn in der Ent-
wickelung von f/(z) nach steigenden und fallenden Potenzen von
z, ein Glied von der Form

g
F4

vorhanden ist.
Als Beispiel diene zuerst

dz -
T+

lim z f(2) = lim 1-:-z' = lim

hier ist
1
1

— + z

L

also ist das Integral, bezogen auf eine den Punct oo umgebende
Linie, gleich Null. In der That ist jede, die beiden Puncte
z=—1 und 2=+ ¢ umgebende Linie zugleich eine den Punct
oo umgebende, da die Function weiter keine Unstetigkeitspuncte
hat, und wir haben schon-§ 20 gesehen, dass fir eine solche
Linie das vorliegende Integral den Werth Null hat.

Zweitens., Wird das Integral
dz

z
auf eine Linie um den Nullpunct in der Richtung der wachsen-
den Winkel bezogen, so hat es den Werth 2#i. Dieselbe Linie
ist aber auch eine den Punct co umgebende, da die Function

=0,

f(z) = % nur den einen Unstetigkeitspunct z — 0 besitzt. Ob-

gleich nun hier f(z) fir 2= oo nicht unendlich gross ist, so
hat doch das Integral einen von Null verschiedenen Werth, weil

» [limzf(z)] c’Q=limz-§-=1

==
ist. Man erhilt demnach
| e ——a
und in der That muss die Linie in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen werden, wenn sie den Theil in positiver Richtung
begrenzt, der den Punct oo enthalt.

Drittens kann man hiernach den Werth des Integrals
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dz
Vi—z
ermitteln, wenn es auf eine im ersten Blatte verlaufende Linie
ausgedehnt wird, welche die beiden Unsteligkeits- und Verzwei-
gungspuncte 4+ 1 und — 1 umgiebt. Denn eine solche umgiebt
zugleich den Punct oo, ohne einen weiteren Unstetigkeitspunct
einzuschliessen, Nun ist hier

lim z £(z) = lim -2 = lim —1 = + &,
( V—— r——z%—l * 5

J =

also wird
J=+ 2=,

wo wber das Zeichen noch zu entscheiden ist. Nun kann aber
andrerseits die Linie, welche die Puncte 4 1 und — 1 umgiebt,
bis an den Verzweigungsschnitt heran verengert werden. Setzt
man dann fest, dass die Quadratwurzel auf der linken Seile des
Verzweigungsschnittes, in der Richtung von — 1 nach + 1 ge-
nommen, im ersten Blatte das Vorzeichen 4-, und daher auf der
rechten Seite desselben, ebenfalls im ersten Blatte, das Vorzei-
chen — habe (vgl. § 13), so ist auch, in der Richtung der ab-
nehmenden Winkel integrirt, (um den' Punct oo herum in der
positiven Begrenzungsrichtung)

Da nun hier alle Elemente des Integrals positiv sind, so muss
auch J positiv sein, und man erhalt

dz .
o = 4']\m=+2n,
0

und daher auch

Ueber den Umstand, dass dies Integfal einen endlichen Werth er-
halt, obgleich die Function !

—2t

wird, vergleiche den folgenden §.

fir z = 1 unendlich gross

i

10*

‘1
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B, Integrale iiber mcht geschlossene Linien. Unbestimmte
Integralfunctionen.

§ 44.

Wir behandeln in diesem Abschnitte die Frage, ob und unter
welchen Bedingungen eine Integralfunction endlich bleibt, wenn
die obere Grenze derselben entweder einen Werth erreicht, far
den die Function unter dem Integralzeiclien unendlich gross wird,
oder selbst sich ins Unendliche entfernt. Wir. untersuchen fer-
ner, in welcher Weise die Integralfunction unendlich gross wird,
wenn sie in diesen Fillen nicht endlich bleibt.

Sei
F(t) ——Jcp

die zu betrachlende Int.egralfunchon worin % eine beliebige Con-
stante bedeute. Wir beriicksichtigen bei derselben nur solche
Integrationswege, welche der Function denselben Werth zuerthei-
len; die nachsten Abschnitte werden zeigen, dass die durch die
verschiedenen Integrationswege hervorgebrachte Vieldeutigkeit einer
Integralfunction den hier anzustellenden Betrachtungen keinen
Eintrag thut.

Nimmt man zuerst an, ¢(z) werde in einem Puncte z —a,
der kein Verzweigungspunct ist, unendlich gross von der nten
Ordnung, so kann man nach S 29 setzen

o)=L+t F oo + W),
wo P(z) fur z == a endlich bleibt. Hieraus folgt

4

I3 3 t
—_ dz ” dz ” dz N
'[qa(z)dz_cjz_a +c ')/22__7)2+ ..... + ¢t o
A
¢
+J¢(z)dz

Darin ist das letzte Glied eine auch fir = a endlich bleibende
Function; bezeichnen wir dieselbe mit 1(f), und denken wir in
derselben die von der unteren Grenze % der iibrigen Integrale
herrithrenden constanten Gliedér mit einbegriffen, so erhalten wir
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’ [ c cln)
F(t)=610g(t—a)_t:_2(Ta)i ———— -(n_—l)(t-—-__—a_)"——_i
Lasst man pun den Integrationsweg in dem Puncte { = « endi-
gen, so unterscheidet sich die Integralfunction von einer in ¢t =«
endlich bleibenden Function A(¢) um eine Grosse, welche das
Glied log(¢— @) enthdlt. Man sagt in diesem Falle, es werde F(¢)
logarithmisch unendlich. Dieser Fall tritt ein, wenn in dem

Ausdrucke (34) fir ¢@(z) das Glied z_c_’a vorhanden ist. Fehlt

dagegen dieses Glied, so fillt der Logarithmus fort, und F(¢)
wird von einer ganzen Ordnung unendlich gross. Aber endlich
bleibt F(¢) far ¢ = a nur dann, wenn

lim (z—a)p(z) =0
ist, d. h. wenn @ (2) selbst in z == a endlich bleibt.

Nebmen wir daher jetzt an, der Unstetigkeitspunct @ sei
zugleich ein Verzweigungspunct. Hangen in demselben s Blatter
der z-Fliche zusammen, so kann man nach § 38 setzen
gint1)

’”

CP(Z)= g : + ) . e +£%+ —, Feet9P(2), (35)

(z—a)m  (z—a)m . e
wo ¥(z) fir z=a endlich bleibt. Man erhalt hieraus
m—2

m—1 1

FlO) = g'52t—a) ™ +g'gEgl—a) = kg mlt—a)™
(m41)m
+ g™ log (¢ — @) — LG — s 4 200,
(t—a)m

wenn wie oben mit A(f) das letzte endlich bleibende Glied mit
Hinzuziehung der von der unteren Grenze & herriihrenden Con-
stanten bezeichnet wird. '
Wenn nun in diesem Ausdrucke hochstens die m —1 ersten
Glieder vorhanden sind, so bleibt F() fir £ = a endlich. Die-
ser- Fall tritt ein, wenn auch in (35) hochstens die m—1 ersten
Glieder vorhanden sind. Dann ist ¢ (z) hochstens von der Ord-
m—1
m

nung unendlich,, und folglich

lim (z—a)p(z) = 0. .
Demnach ist die Bedingung fir das Endlichbleiben der Function
* F(f) hier dieselbe wie vorhin, und wir erhalten den. allgeméinen
Satz:
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1) Die Integralfuncuon

—[ @(z)dz

hat fir ¢+=a dann und nur dann einen endlichen
Werth, wenn lim (z—a)p(2) =0 ist. (Dabei wird natiir-
lich vorausgesetzt, dass der Integrationsweg nicht durch einen
anderen Unstetigkeitspunct oder Verzweigungspunct hindurch fithre).
Ferner ergiebt sich Folgendes:

2) Ist lim (z—a)p(z) endlich, aber von Null verschieden,
so ist F(¢) fir ¢ = a logarithmisch unendlich.

3) Hat lim (z—a)#@(2z) fir einen ganzen oder gebrochenen
Exponenten g, der grosser als 1 ist, einen endlichen von Null
verschiedenen Werth, so ist F(¢) von einer ganzen oder gebroche-
nen Ordnung, und wenn in der Entwickelung von ¢(z) das Glied

von der Form z—_”:‘— vorhanden ist, zugleich logarithmisch un-

endlich.
§ 45.

Wir haben nun noch den Werth ¢ = oo zu untersuchen.
Durch die schon mehrmals angewendete Substitution

zZ ==
fithren wir diesen Fall‘ auf den vorigen zuriick. Sei

L=t , FO=F@ ., o¢k&=gpM)

so wird
= ‘f 2)dz = — f 2lds . pyw).

Die Beschaffenheit von Fy(7) nchtet sich also nach der Beschaf-
fenheit der Function (p:l_(’_u) for den Werth u==0. Die Ergeb-
nigse des vorigen § liefern dann Folgendes:
1) Fy(v) ist endlich, wenn [hm '“p‘(")] [hm E2! (")] =0.
©=0 u=
2) Fy(z) ist logarithmisch unendlich, wenn lim Lf‘")— endlich ,
nnd nicht Null.
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3) F,(z) ist von einer ganzen oder gebrochenen Ordnung (oder
auch zugleich logarithmisch) unendlich, wenn fir p > 1

lim"”";__i’(i‘_)_ = lim (u”_atpl(u)) endlich und nicht Null ist.

Nun ist

@y(u) p-2 @ (z)
u

=zp() ; ¥ @)=,
also schliessen wir: fir { —= oo ist

1) F(¢) endlich, wenn [lim z¢(z)] =0
2=

2) F(t) logarithmisch unendlich, wenn lim z¢(z) endlich und
nicht Null;

3) F(¢) von einer ganzen oder gebrochenen Ordnung oder

auch zugleich logarithmisch unendlich, wenn lim q’(; endlich
2

und nicht Null ist, (u positiv und > 1).
Beispiele:

.

¢
f T2 wird fir / = + ¢ oder — ¢ logarithmisch unendlich,

bleibt aber endlich fir ¢ = oc.

t
J Vi blelbl endlich fir ¢= 4+ 1 oder —1 und wird
—zt

logarithmisch unendlich fir ¢ = oo
¢

J R S bleibt endlich' fir t = + 1 und = +L
A=) (1—k2) - —k

und auch fiir ¢ == oo, ist also fiirr jeden Werth von ¢ endlich.

£
f ]/ 1=F7 4z Dleibt endlich fir £ = % 1, und wird fir
¢ = oo von der ersten Ordnung unendlich.

% bleibt endlich fir /= + 1 und
(1 —at2?) Y1 —2%) (1—k*2?)

t=++ k , ebenso fiir  =— oo, und wird fir { = + % logarith-

misch unendlich.
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Neunter Abschnitt.
Einfach und mehrfach zusammenhéingende Flachen.

§ 46.
Fir die Untersuchung der Vieldeutigkeit einer Integralfunction '
f f(z)dz ist von besonderer Bedeutsamkeit die Beschaffenheit
der z-Flache fiir die unter dem Integralzeichen stehende Func-
tion f(z) in Racksicht auf ihren Zusammenhang. In dieser Be-
ziehung ist schon in § 18 der grosse Unterschied hervorgetreten,
welcher zwischen solchen Flichen stattfindet, in denen jede ge-
schlossene Linie far sich allein die vollstindige Begrenzung eines
Flichentheiles bildet, und solchen, in denen nicht jede geschlos-
sene Linie diese Eigenschaft besitzt. Wir missen nun zuvirderst
die Flichen in Beziehung auf diesen Unterschied etwas naher in’s
Auge fassen,
Man nennt nach Riemann die Flichen der ersteren Art ein-
fach zusammenhingend, die der zweiten Art mehrfach
“zusammenhingend. Einfach zusammenhingend ist z. B. eine
Kreisfliche, die Flache einer Ellipse, iberhaupt jede Flache, welche
nur aus einem Blatte besteht und von einer Linie begrenzt wird,
die einfach in sich zuricklauft, ohne sich selbst zu schneiden.
Mehrfach zusammenhdngende Flichen konnen entstehen, wenn
aus einfach zusammenhingenden Unstetigkeitspuncte durch kleine
Kreise ausgeschlossen werden. Schliesst man z. B. aus einer Kreis-
fliche einen Unstetigkeitspunct a dadurch aus, dass man ihn mit
Fig. 25. einem kleinem Kreise % (Fig. 25) um-
giebt, so entsteht eine Fliche, die nicht
mehr einfach zusammenbingend ist;
denn zieht man um % herum eine ge-
schlossene Linie m, so bildet diese fir
sich allein -nicht die vollstindige Be-
grenzung eines Flachentheils, sondern
erst mit Zuziehung entweder des klei-
nen Kreises %, oder des dusseren Krei-
ses n. Es konnen aber Flachen auch
ohne alle Ausschliessung einzelner Puncte durch kleine Umhil-
lungen mehrfach zusammenhingend sein, wenn sie Verzweigungs-
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puncte besitzen und daher aus mehreren Blattern bestehen, die
uber die Verzweigungsschnitte hiniiber in einander #@bergehn.
Man gelangt dabei, selbst in verhiltnissmissig einfachen Faillen,
bald zu sebr complicirten Gestalten, bei welchen es nathig ist,
der Anschauung durch allgemeine Betrachtungen zu Hilfe zu
kommen.

Wir nennen zwei Flachentheile #berhaupt zusammenhin-
gend, wenn man aus einem Puncte im Inneren des einen Theils
auf einer ununterbrochenen Linie zu einem Puncte des anderen
Theils gelangen kann, ohne eine Begrenzungslinie zu uberschrei-
ten; im entgegengesetzten Falle heissen die Flachentheile ge-
trennt. Wenn nun ein Theil 4 einer zusammenhingenden Fliche
durch eine oder mehrere Linien vollstindig begrenzt ist, so wird
er durch seine Begrenzung von dem iibrigen Theil B der
Flache getrennt, und es ist nicht moglich, aus dem begrenzten
Theile 4 in den anstossenden B zu gelangen, ohne die Begren-
zung an irgend einer Stelle zu iuberschreiten; umgekehrt kann
man, wenn dies nicht maéglich ist, schliessen, dass der Theil 4
wirklich vollstindig begrenzt ist. Unter den Linien, welche zur
Begrenzung eines zusammenhingenden Flachentheils gehoren, kann
es solche geben, die zu gleicher Zeit zwei Begrenzungsstiicke
bilden. Hat man z. B. bei einer Kreisfliche
langs eines Radius ab (Fig. 36) einen Schnitt
gefithrt, so ist abcdba die ganze Begren-
zung der entstandenen Fliche; dann bildet
die Linie b, wenn man die Begrenzung in
positiver Richtung (§ 17) durchlauft, einmal
in der Richtung ab und dann noch einmal
in der Richtung ba einen Theil der Begren-
zung. Bei einer solchen Linie liegen die zu beiden Seiten an
dieselbe anstossenden Flachentheile im Innern der begrenzten
und zusammenhingenden Fliche. Sie hingen daher selbst zu-
sammen, und man kann auf einer ganz im Inneren der Fliche
verlaufenden Linie von der einen Seite jenes Begrenzungstheiles
zur anderen gelangen. Von einer solchen Begrenzungslinie kann
man sagen, dass sie keine aussere Seite, sondern zwei innere
* Seiten hat. Wenn nun eine geschlossene Linie eine solche
Beschaffenheit hat, dass es maéglich ist, von der einen Seite der-
selben, ohne sie zu tberschreiten, auf die andere zu gelangen,

Fig, 36.
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so kann man mit Sicherbeit schliessen, dass sie fir sich allein
picht die vollstindige Begrenzung eines Flichentheils bildet, weil
dann die auf beiden Seiten der Linie anstossenden Flichentheile
zasammenhingen und nicht getrennt sind. Im entgegengesetzten
Falle kann man freilich im Allgemeinen nicht schliessen, dass
diese Linie fir sich allein ein Flichenstiick vollstindig begrenzt,
wie z. B. bei der Linie m in Fig. 25, weil jener Uebergang durch
Fig. 25. eine andere Begrenzungslinie verhin-

dert werden kann. Wenn man es aber

mit einer im Unendlichen geschlosse-

v nen Fliche zu thun hat, die iberhaupt

' garkeine Begrenzung besitzt, und in

s e einer solchen eine geschlossene Linie
zieht, so kommt diese ganz allein in

Betracht; und daher bildet in einer

geschlossenen unbegrenzten Fliche jede

geschlossene Linie nicht die vollstin-

dige Begrenzung eines Flichentheils, oder sie bildet sie, je nach-
dem man von der einen Seite der Linie zur anderen gelangen
kann oder nicht. Zunichst ein Paar Beispiele zur Verdeutlichung:
1) In Fig. 25 ist die von den Kreisen n und % begrenzte
Flache mehrfach zusammenhingend; die Linie m begrenzt far
sich allein noch nicht einen Flichentheil. Man kann hier von m
aus zu beiden Seiten nach % und n gelangen, daher hangen die
zu beiden Seiten an m anstossenden Flichentheile resp. mit den
an k& und n anstossenden zusammen, und folglich bildet weder die
an der einen Seite noch die an der anderen Seite von m anlie-
gende Fliche einen getrennten Theil des Ganzen. Zusammenge-
nommen aber bilden z. B. die Linien m und % eine vollstindige
Begrenzung, da es nicht maoglich ist, ohne eine von beiden zu
iiberschreiten, in einen anstossenden Flachentheil zu gelangen.
Dies Beispiel lehrt, dass eine innerhalb einer zusammen-
hingenden Fliche # verlaufende geschlossene Linie m in dem
Falle nicht die vollstindige Begrenzung eines Theiles der Fliche
F bildet, wenn man von einem Puncte der Linie m aus zu bei-
den Seiten an die Begrenzung von F gelangen kann. Umge-
kehrt kann man schliessen: wenn wenigstens auf einer Seite der
Linie m ein Uebergang zur Grenze nicht mdglich ist, so bildet
die an dieser Seite der Linie 7 anliegende Fliche einen getrenn-
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ten Theil des Ganzen und wird daher von der Linie » vollstin-
dig begrenzt.

2) Eine aus zwei Blattern bestehende im Unendlichen ge-
schlossene Flache, die zwei Verzweigungspuncte @ und b (Fig. 37)
besitzt, welche durch einen Fig. 37.
Verzweigungsschnitt verbun-
den sind, ist eine einfach zu-
sammenhingende Fliche. Um
dies zu beweisen muss gezeigt
werden, dass jede in ibr ge-
zogene geschlossene Linie fir
sich allein ein Flichenstick »
begrenzt. Man kann nun nur
dreierlei Arten von geschlos-
senen Linien ziehen: solche \_
die keinen, solche die einen, .
und solche die zwei Verzweigungspuncte umgeben. Die erste
und letzte Art sind nicht wesentlich von einander verschieden,
denn je nachdem man eine solche Linie 7 oder n als Begren-
zung des inneren oder ausseren Flichentheils ansieht, umgiebt
sie entweder beide Verzweigungspuncte oder keinen. Eine solche
Linie wie 7 oder n bildet aber stets eine vollstindige Begren-
zung, denn man kann auf keine Weise von der einen Seite zur
anderen ohne Ueberschreitung der Linie selbst gelangen. ,.Eine
geschlossene Linie endlich, welche nur einen Verzweigungspunct,
z. B. @ umgiebt, geht zweimal um denselben herum, da sie
beim Uberschreiten des Verzweigungsschnittes in das zweite Blatt
tritt und daher, um in das erste zuriick zu gelangen und
sich zu schliessen, den Verzweigungsschnitt noch einmal aber-
schreiten muss. Dann aber bildet sie ebenfalls eine vollstindige
Begrenzung, denn man kann nicht, ohne die Linie zu @berschrei-
ten von innen nach aussen gelangen. Fihrt man einen Schnitt
lings der geschlossenen Linie durch beide Blitter, so fallt ein
Stiick heraus.

3) Die vorige Fliche wird zu einer mehrfach zusammenhén-
genden, sobald sie in jedem Blatte durch eine geschlossene Linie
begrenzt wird (% und % Fig. 38; die punctirte Linie verlauft im
zweiten Blatte); denn jetzt bildet eine um 4 und b im ersten
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Blatte herumgehende Linie 7 erst mit Zuziehung von & oder %
eine vollstindige Begrenzung. )

Fig. 38. Fig. 89.

4) Eine aus zwei Blattern bestehende Fliche, welche vier,
paarweise durch Verzweigungsschnitte ab, cd verbundene Ver-
zweigungspuncte besitzt, ist mehrfach zusammenhangend (Fig. 39).
Denn zieht man eine Linie m, welche die Puncte ¢ und & im
ersten Blatte umgiebt, so kann man von der einen Seite dersel-
ben zur andern gelangen, ohne sie selbst zu uberschreiten, nam-
lich auf folgende Weise. Sei e ein Punct der einen Seite von
m; iiberschreitet man von e ausgehend den Verzweigungsschnitt
ab, so gelangt man in das zweite Blatt und kann, ohne die Li-
nie m zu treffen, da diese ganz im ersten Blatte verlauft, den
zweiten Verzweigungsschnitt ¢ d erreichen; uberschreitet man
ihn, so kommt man wieder in das erste Blatt zurick und ge-
. langt. auf die andere Seite der Linie m nach /. Die Linie m
bildet also keine vollstindige Begrenzung, da die zu beiden Sei-
ten anstossenden Flichentheile zusammenbingen. *)

Eine im Unendlichen geschlossene Fliche hat, wie schon
bemerkt, eigentlich gar keine Begrenzung. Will man eine solche
Fliche begrenzen, so ist dazu schon ausreichend, wenn man nur
einen unendlich kleinen Kreis, oder, was dasselbe ist, einen ein-
zigen Punct aus ihr herausnimmt. Man denke sich etwa ein
Blatt der Fliche an irgend einer Stelle mit einer Nadel durch-
stochen. Dieser Punct oder die Peripherie des unendlich kleinen
Kreises bildet dann die Begrenzung der Flache.

*) Wir werden spiter (Abschn, XII) allgemeine Beziehungen ken-
nen lernen, aus denen man sofort den Zusammenhang einer gegebenen
Fliche erkennen kann,
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§ 47.

Jede mehrfach zusammenhingende Fliche kann durch ge-
wisse Linien, welche Riemann Querschnitte nennt, in eine
einfach zusammenhingende verwandelt werden, und nach der
Anzahl der hiezu nothigen Querschnitte bestimmt sich dann der
. Grad der Vielfachheit des Zusammenhanges. Unter einem Quer-
schnitt wird nun eine sich selbst nicht schneidende Linie ver-
standen, welche von einem Begrenzungspuncte durch das Innere
der Flache zu einem (anderen oder demselben) Begrenzungspuncte
fahrt, und die Flache nicht in zwei getrennte Stiacke
zertheilt.*) In einfachen Fallen zeigt die Anschauung unmit-
telbar die Moglichkeit, mehrfach zusammenhingende Flichen
durch Querschnitte in einfach zusammenhingende zu verwandeln.
Zieht man z. B. in der durch die Linien 4 und n begrenzten
Flache (Fig. 25) einen Querschnitt b¢ und- rechnet beide Seiten
desselben mit zur Begrenzung, indem man sich die Fliche lings
-be wirklich durchgeschnitten denkt, so kann man keine geschlos-
sene Linie mebr ziehen, welche % umgiebt, "sondern jede ge-
schlossene Linie bildet fir sich allein eine vollstindige Begren-
zung. Dasselbe wird bei der durch die Linien %, %, n begrenzten

Fig. 26. Fig. 40.

Flache (Fig. 40) durch zwei Querschni{te ab, cd geleistet. Jene
Flache heisst zweifach zusammenhingend, diese dreifach zu-

*) Riemann legt zwar den mit dem Namen Querschnitt bezeichneten
Linien diese Beschrinkung urspriinglich nicht auf; da aber fast aus-
schliesslich nur von solchen Querschnitten die Rede sein wird, welche
eine Fliche nicht zerstiicken, so scheint es die Kiirze des Ausdrucks
beférdern zu kionnen, wenn gleich von vorn herein nur solche Linien
Querschnitte genannt werden, die eine Fliche nicht in getrennte Theile
theilen,
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sammenbingend, Im Aligemeinen heisst eine Fliche (» 4 1)-
fach zusammenhingend, wenn sie durch n Querschnitte in
eine einfach zusammenhéngende zerschnitten werden kann. Uebri-
gens kann schon in dem Beispiele Fig. 40 die Fliche auf mehr-
fache Weise durch Querschnitte ab und cd zerschnitten werden,
z. B. auch so, wie Fig. 41 und 42 zeigen. Dabei ist zu bemer-

Fig. 41. Fig. 42,

& &

ken, dass, weil jeder schon gefithrte Querschnitt mit zur Be.
grenzung gehdrt, ein neuer auch von einem Puncte eines frithe-
ren ausgehen kann, wie z. B. ¢d in Fig. 42." Die Linie ef in
Fig. 41 wirde jedoch kein Querschnitt sein, da durch sie die
Flache in zwei getrennte Sticke zerfallt.

Bei einer im Unendlichen geschlossenen Fliche wird, wie
oben bemerkt ist, die Begrenzung durch einen einzigen Punct
gebildet. Bei einer solchen muss daher der erste Querschnitt
von diesem Begrenzungspuncte ausgehen und in demselben endi-
gen, also eine geschlossene Linie sein.

§ 48.

Um nun in complicirteren Fillen die Maglichkeit einzusehen,
dass man eine mehrfach zusammenhingende Fliche immer durch
Querschnitte in eine einfach zusammenhingende verwandeln kann,
und namentlich zu beweisen, dass dies bei einer gegebenen Fliche
zwar auf sehr verschiedene Weise, immer aber durch die gleiche
Anzahl von Querschnitten geschieht, haben wir folgende Betrach-
tungen nothig.

Zuniichst leuchtet Folgendes ein: Bilden zwei Systeme von
Linien ¢ und b zusammen die vollstindige Begrenzung einer zu-
sammenbingenden Fliche, ebenso auch zwei Systeme von Linien
a und ¢, so haben auch die beiden Systeme b und ¢ diese Ei-
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genschaft. In Fig. 43 bilden z. B. bei I a, b, b eine vollstin-
dige Begrenzung, ebenso bei Il @, ¢ ¢’; dann wird auch bei III
‘ Fig. 43.

7.

durch b, ¥, ¢, ¢’ eine zusammenhangende Fliche begrenzt, nim-
lich die ausserhalb dieser vier Kreise liegende, ins Unendliche
gehende Fliche. Man kann daher in Beziehung auf die Eigen-
schaft, eine zusammenhingende Flache vollstindig zu begrenzen,
die Linien o durch die Linien b ersetzen.

Es ist pun zum Beweise des obigen Satzes bequemer, von
einer anderen Definition einer (n 4 1)-fach zusammenhingenden
Fliche auszugehen, welche nach Riemann folgendermassen lau-
tet: Wenn in einer Flache F sich n geschlossene Cur-
vena,, @&, .... a, ziehen lassen, welche weder fir sich
noch mit einander einen Theil dieser Fliche voll-
stindig begrenzen, mit deren Zuziehung (und zwar mit
allen oder auch nur mit einigen derselben) jede andere ge-
schlossene Curve m die vollstindige Begrenzung eines
Theils der Fliche Fbilden kann, so heisst die Flache
F eine (n + 1)-fach zusammenhingende.

Um der Vorstellung zu Halfe zu kommen, knipfen wir an
ein Beispiel an. Sei F eine im Unendlichen geschlossene aus 2
Blittern bestehende Fliche, welche 6 Verzweigungspuncte hesitzt,

Fig. 44.

die paarweise durch die Verzweigungsschnitte pr, st, uv (Fig. 44)
verbunden sind. Um diese Fliche zu begrenzen, nebmen wir
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irgendwo einen Puuct heraus, der dann als Begrenzung dient.
Dieser Begrenzungspunct sei mit x bezeichnet und im zweiten
Blatte liegend angenommen. Zieht man pun die vier geschlos-
senen Linien a,, a,, a,, a,, von denen keine durch den Be-

Fig. 44.

grenzungspunct = hindurchgeht (wobei die punctirten Linien im
zweiten Blatte verlaufen), so reichen diese zur vollstindigen Be-
grenzung eines Theils der Fliche noch nicht aus. Namlich zu-
erst bildet keine von ihnen fir sich allein eine vollstindige Be-
grenzung, da man bei jeder von einer Seile zur andern gelangen
kann (§ 46. 4). Nimmt man ferner @, und a, zusammen, so
kénnen zwar die beiden Seiten dieser Linien in einem ununter-
brochenen Zuge durchlaufen werden, pamlich so, wie die Pfeile
in Fig. 44 andeuten, und wiirden dann die Begrenzung der gan-
zen geschlossenen Flache bilden, wenn diese urspriinglich unbe-
grenzt wire; aber da noch der Begrenzungspunet x vorhanden
ist, so wird erst mit diesem zusammen eine vollstindige Begren-
zung gebildet. Daher reichen auch @, und a4, zusammen zu einer
solchen nicht aus. Dasselbe gilt von @, und @, zusammen, und
dann auch von allen vieren. Wir haben daher hier vier geschlos-
sene Linien, die zur vollstindigen Begrenzung noch nicht aus-
reichen. Mit ibrer Hilfe kann aber jede fiinfte geschlossene
Linie einen Theil vollstindig begrenzen; z. B. die Linie m in
Fig. 44 bildet mit a4, zusammen eine vollstindige Begrenzung, da
man aus dem durch a, und m begrenzten Flichentheile auf keine
Weise in den anstossenden Flichentheil gelangen kann. Ebenso
wiirde eine die Puncte p, r, s, ¢ umgebende, ganz im ersten
Blatte verlaufende Linie mit @, zusammen einen Flichentheil voll-
standig begrenzen, und in ahnlicher Weise kann man sich leicht
bei jeder geschlossenen Linie iiberzeugen, dass sie entweder fiir
sich allein, oder mit einer oder mehreren der Linien @ zusam-
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men einen Flichentheil vollstandig begrenzt. Die vorliegende
Flache ist daher 5-fach zusammenhangend. *)

Das System der Curven a,, a,, .... @, kann durch irgend
ein anderes System geschlossener Curven d,, b,, ... b,, welche
ebenfalls zur vollstindigen Begrenzung nicht ausreichen, ersetzt
werden. Denn da jede geschlossene Curve mit Zuziehung von
a,, a,, ...a, (allen oder auch nur einigen) eine vollstindige Be-
grenzung bildet, so wird eine solche ebensowoll durch

a; mit a,, ag, ... a,, m,
als auch durch
a, mit a,, a; ... a,, b,
gebildet. Folglich machen auch
by, a,, as, ...a,, m )
eine vollstindige Begrenzung aus. Nun kann aber fir m jede
geschlossene Curve, also auch b, genommen werden; demnach
wird eine vollstindige Begrenzung gebildet durch
a, mit b, a;, .... 8y, M
und auch durch
a, mit b, as, ... a,, by;
also begrenzen auch
by, by, a3, ...0,, m
einen Theil vollstindig. Fahrt man so fort, so kdnnen nach und
nach alle Curven a durch die Curven b ersetzt werden, und wenn
auch diese letzteren zur vollstindigen Begrenzung noch nicht aus-
reichen, so werden sie doch mit jeder geschlossenen Curve m
eine vollstindige Begrenzung bilden.

Jetzt kann zunichst bewiesen werden, dass eine (n 4 1)-fach
zusammenhingende Fliche durch einen in bestimmter Weise ge-
zogenen Querschnitt in eine n-fach zusammenhingende verwan-
delt wird. Wir knapfen dabei an unser Beispiel (Fig. 44) an,
indem der Beweis zwar allgemein gehalten, aber in allen Punc-
ten auf das Beispiel Bezug genommen werden soll. Zieht man
von einem beliebigen Puncte ¢ der Linie a, (im Beisp. @,) nach
beiden Seiten je eine Linie ¢’ und ¢” nach je einem Puncte der
Begrenzung (im Beisp. nach x), und zwar so, dass ¢’ und ¢”

*) Bei diesen und’ #hnlichen Betrachtungen kénnen Modelle, in der
Art angefertigt, wie es Seite 56 Note angegeben wurde, gute Dienste
leisten,

Durége, Funct, compl. Var. 11
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keine der Linien @ treffen, so bilden ¢’ und ¢” zusammen einen
Querschnitt ¢. Hier muss zuerst gezeigt werden, dass es immer
moglich ist, die Linien ¢ und ¢” so zu zichen. Allein da
a,, a,, ... a, z2ur vollstindigen Begrenzung nicht ausreichen, so
miissen die zu beiden Seiten an @, anstossenden Flachentheile
mit solchen Flichentheilen zusammenhéngen, die an Begrenzungs-
stiicke anstossen, und daher muss man von jedem Puncte der
Linie a, zu beiden Seiten, ohne eine der Linien @ zu tberschrei-
ten, nach der Begrenzung gelangen kounen. (Fig. 45 zeigt bei

Fig. 45.

7’

S

einer anderen Lage des Punctes x (und zwar im ersten Blatte)
wie die Linien ¢" und ¢” gezogen werden konnen.) Zweitens
muss gezeigt werden, dass die Linie ¢ die Flache nicht zerstickt;
dies aber geht daraus hervor, dass man auf der Linie a, selbst
von der einen Seite von ¢ auf die andere kommen kann, sodass
die zu beiden Seiten an ¢ anstossenden Flichentheile zusammen-
hingen und keine getrennten Theile sind. Demnach kann die
Linie ¢ immer gezogen werden und ist wirklich ein Querschnitt.
Dieser tritt nun zu den schon vorhandenen Begrenzungsstiicken
von F hinzu, und die so begrenzte Fliche mége mif F' bezeich-
net werden. (Im Beisp. ist also F” von ¢ allein begrenzt, da x
ein Punct dieser Linie ist). Um nun zu beweisen, dass diese
Fliche 7 nur noch n-fach (im Beisp. 4-fach) zusammenhingend
ist, muss gezeigt werden, dass man im Inneren derselben n —1
geschlossene Linien ziehen kann, die zur vollstindigen Begren-
zung noch nicht ausreichen, mit deren Zuziehung aber jede an-
dere geschlossene Linie einen Theil von F* begrenzt. Ist m ir-
gend eine geschlossene Linie, so begrenzt sie mit Zuziehung von
allen oder einigen der Linien @,, a,, 4y, ... a, einen Flachen-
theil. Wenn nun aber, die Linie 7 (wie in Fig. 44) ganz im
Innern von F verlauft, also den Querschnitt ¢ nicht schneidet,
dann kann gezeigt werden, dass die Linie @,, von deren Puncte
¢ aus die Querschnittstheile ¢ und ¢” gezogen sind, nicht zu dem
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Complex der Linien a gehdren kann, welche mit # zusammen
einen Theil vollstandig begrenzen. Sei / die von m und den
Linien @ begrenzte Fliche, welche also einen Theil von F” bil-
det, der durch seine Begrenzung von dem ibrigen Theile ge-
trennt ist (in Fig. 44 bilden @, und m die Begrenzung von f).

Fig. 44,

Gehorte a, mit zur Begrenzung von /, so misste / entweder
links oder rechts von @, liegen. Liegt aber / links von a,, so
fiahrt ¢’ von ¢, d. h. von einem Begrenzungspuncte von / nach
einem Begrenzungspuncte von F'; da aber / einen getrennten
Theil von F bildet, so muss die Begrenzung von F ausserhalb
[ liegen, und daher miisste ¢’ die Begrenzung von f durch-
schneiden, was gegen die Voraussetzung ist, dass die Begren-
zungssticke von /, nimlich # und die Linien a, von ¢’ nicht
geschnitten werden. Daher kann f nicht links von_ a, liegen.
Ebenso wenig kapn f rechts von a, liegen, denn dann miisste ¢”
die Begrenzung von f durchschneiden, was ebenso gegen die
Voraussetzung ist. Die Fliche / kann daher ausser von 7 héch-
stens von den Linien @, a,, ... a,-1 begrenzt werden; dem-
nach hat die Fliche #” die Eigenschaft, dass es in ihr n —1
geschlossene Linien giebt, die allein noch nicht, wobl aber mit
jeder geschlossenen Linie m zusammen einen Flachentheil voll-
stindig begrenzen, und folglich ist #* nur noch n-fach zusam-
menhingend.

Was hierdurch von einem bestimmten Querschnitte be-
wiesen ist, namlich von einem solchen, der von einem auf einer
der Linien @ liegenden Puncte. ¢ zu beiden Seiten bis zur Be-
grenzung von F gezogen ist, ohne die Linien @ zu durchschnei-
den, kann nun auch von jedem beliebigen Querschnitte bewiesen
werden. Denken wir uns daher einen beliebigen Querschnitt ¢
gezogen, und heisse die durch ihn entstehende Fliche wieder 7.
(Vgl. hierzu das in Fig. 46 dargestellte Beispiel einer 4-fach zu-
sammenhingenden Fliche, die nur aus einem Blatte besteht.)

11=
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Da ein Querschnitt ¢ die Fliche F nicht in zwei getrennte Theile
theilt, so hingen die beiden Seiten von ¢ zusammen, und folg-
lich kann man eine Linie » ziehen, welche von der einen Seite
des ¢ zar anderen fihrt. Diese Linie & bildet fur sich keine
vollstaindige Begrenzung, weil man von ihrem Durchschnittspuncte
mit ¢ zu beiden Seiten nach der Begrenzung von ¥ kommen
kann, namlich lings der beiden Theile von ¢ selbst (§ 46. 1).
Nun bildet aber & als geschlossene Curve mit a,, a,, ... «, (allen
oder einigen) zusammen eine vollstindige Begrenzung (in Fig. 46
bildet » mit @, und a, eine solche), ebenso auch m (im Beisp.
mit @, und a,;); man kann also eine der Curven a, welche von
¢ geschnitten wird, durch b ersetzen; ebenso kann man auch,
falls die @brigen #—1 Curven @ zum Theil oder alle von ¢ ge-
schnitten werden sollten, diese durch andere Curven b,, ,, ...b,—4
erselzen, welche weder allein noch zusammen einen "Flichentheil
begrenzen, und ¢ nicht schneiden, also ganz im Innern von F’
Fig. 46. verlaufen. Dadurch er-
halt man ganz den frii-
heren Fall, wo eine Linie
" b den Querschnitt ein-
mal schneidet, und die
abrigen Linien b, b,, ...
géb,._l ihn nicht schnei-
g den. Verlauft also die
Linie m ganz in der
Flache ¥, d. h. schnei-
£ det sie den Querschnitt
’ ¢ nicht, so kaunn die
Linie & nicht mit zu der
Begrenzung der Flache
[ gehéren, die aus m
und einem Complex der
Linien b besteht (in Fig. 46 wird diese Begrenzung von m, b,
und b, gebildet); es giebt also in # nur (n—1) 'geschlossene
Curven, die mit jeder anderen einen Flichentheil vollstandig be-
grenzen, und folglich ist #” nur n-fach zusammenhangend.
~ Hierdurch ist dargethan, dass eine (n+ 1)-fach zusammen-
hingende Fliche durch jeden beliebigen Querschnitt in eine n-
fach zusammenhangende verwandelt wird. Ein zweiter Querschnitt
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wird daher die n-fach zusammenhangende Fliche in eine (n—1)-
fach zusammenhingende verwandeln u. s. w. f. Durch n auf-
einanderfolgende Querschnitte, wobei jeder Querschnitt mit zur
Begrenzung der durch ihn entstehenden Fliche gerechnet wird,
geht also die (n 4 1)-fach zusammenhangende Fliche in eine ein-
fach zusammenhingende aber, und dabei kann jeder Querschnitt
ganz beliebig gewihlt werden. _

Hieraus ergiebt sich also, dass wie verschieden auch die
Querschnitte gelegt werden mogen, die Anzahl, welche zur Ver-
wandlung in eine einfach zusammenhangende Flache nothig ist,
nur von der Natur der Fliache abhingt und bei ein und dersel-
ben Fliache sich stets gleich bleibt. Demmnach konnen wir nun
auch wieder zu der § 47 gegebenen Definition zurickkehren und
sagen: Eine Flache ist (»n 4 1)-fach zusammenhéngend,
wenn sie durch n Querschuitte in eine einfach zusam~
menhingende verwandelt werden kann. :

Aus dem Vorigen kann man noch folgende Schliisse ziehen:
Eine einfach zusammenhingende Flache wird durch
jede Linie p, welche von einem Begrenzungspuncte
zu einem Begrenzungspuncte fihrt, inzwei getrennte
Theile getheilt. Denn wire dies nicht der Fall, hingen also
die beiden Seiten der Linie p zusammen, so koénnte man von
der einen Seite derselben durch das Innere der Fliche eine Linie
nach der anderen Seite ziehen. Dies wiare dann eine geschlossene
Linie, welche fir sich allein nicht einen Flachentheil begrenzt,
da man von ihr lings der Linie p zu beiden Seiten nach der
Begrenzing der Fliche kommen kann. Diese wire also dann
mindestens zweifach und nicht einfach zusammenhangend.

Ferner: Die Begrenzung einer einfach zusammen-
hingenden Fliache besteht immer aus einem einzigen
zusammenhingenden Begrenzungsstiicke. Denn be--
stande sie aus mehreren getrennten Stiicken, so konnte man von
einem Puncte des einen zu einem Puncte eines anderen Begren-
zungsstiickes durch das Innere der Fliche eine Linic p ziehen,
welche die Fliache nicht in zwei getrennte Theile theilt, da man
laings des einen der beiden Begrenzungssticke von der einen
Seite von p auf die andere Seite kommen konnte. Dieses aber
ist nach dem vorigen Satze nicht méglich. \

Wenn nun eine { + 1)-fach zusammenhingende Fliche durch
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n Querschnitte in eine einfach zusammenhingende verwandelt
worden ist, so besteht jetzt die Begrenzung, zu welcher dann
auch die Querschnitte gehdren, aus einem einzigen zusammen-
hingenden Sticke, das in einem ununterbrochenen Zuge durch-
laufen werden kann. Da pun aber die Querschnitte die Fliche
nicht in getrennte Theile theilen, so hingen die an einen Quer-
schnitt zu beiden Seiten anstossenden Flachentheile zusammen, und
beide Seiten eines Querschnittes sind innere Seiten. Wird also
die ganze Begrenzung der einfach zusammenhingenden Flache in
positiver Richtung durchlaufen, sodass das begrenzte Gebiet stets
zur Linken der Begrenzung liegt, so muss jeder Querschnitt zwei
Mal und zwar in entgegengesetzten Richtungen durchlaufen werden.

Dies findet zuerst in den Fig. 40, 41 und 42 S. 157, 158
Bestitigung; ausserdem sind zur Erliuterung die Figuren 47 und
48 beigefigt worden, welche zugleich zeigen, wie bei einer im
Unendlichen geschlossenen Fliche die Querschnitte zu legen sind.
Die Fliche besteht in diesen Beispielen aus zwei Blattern und hat
sechs Verzweigungspuncte; die im zweiten Blatte liegenden Linien
sind punctirt. Riemann hat fir einen solchen Fall zwei Arten
der Zerschneidung angegeben, von denen die erste in Fig. 47,

Fig. 47.

die zweite in Fig. 48 dargestellt ist. Bei beiden muss nach
§ 47 der erste Querschnitt ¢, eine geschlossene Linie sein, welche
durch den beliebig anzunehmenden Begrenzungspunct hindurchgeht;
ferner beginnt jeder folgende Querschnitt in einem Puncte des vor-
hergehenden, bei dem Querschnitte g, aber tritt der Unterschied
ein. In Fig. 47 endigt auch dieser in seinem Anfangspuncte und
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umgiebt die Verzweigungspuncte ¢ und 4; in Fig. 48 dagegen
beginnt ¢, in 4 und endigt, indem er die Verzweigungspuncte d
und ¢ umgiebt, in einem andern seiner Puncte, in %. Dadurch
wird dann auch der Querschnitt ¢, in Fig. 48 anders als in Fig. 47.
Dieselben zwei Arten der Zerschneidung finden auch Anwendung,
wenn noch mehr einfache Verzweigungspuncte vorhanden sind;
bei der zweiten Art gehoren dann immer je zwei Querschnitte
paarweise zusammen. In unserem Beispiele ist die Fliche 5-fach
zusammenhingend, und die Querschnitte bilden mit ihren beiden
Seiten die vollstandige Begrenzung einer einfach zusammenhéngen-
den Flache, die in einem ununterbrochenem Zuge durchlaufen wer-
den kann, was durch die Pfeile angedeutet worden ist.

Zehnter Abschnitt,

Von den Periodicititsmoduln.*)

S 4.

Denken wir uns als das Gebiet der Verinderlichen z eine
beliebige Fliche, aus so vielen Blattern bestehend und mit solchen
Verzweigungspuncten, wie es die Natur einer zu betrachtenden
Function / (z) erheischt. Sind in derselben fiir die Function / (z)
Unstetigkeitspuncte vorhanden, so umgeben wir dieselben mit klei-
nen geschlossenen Linien und schliessen sie dadurch aus. Vor-
laufig wollen wir annehmen, dass dies mit allen Unstetigkeits-
puncten geschehen sei, wir werden aber sehr bald sehen, dass
gewisse Arten von Unsteligkeitspuncten nicht ausgeschlossen zu
werden brauchen. Die so entstehende Fliche nennen wir die
Fliche 7. Ist nun diese mehrfach zusammenhingend, so ver-

*) Zur Erliuterung der in diesem Abschnitte enthaltenen allgemei-
nen Betrachtungen kann die in § 22 und 23 angestellte specielle Un-
tersuchung des Logarithmus und der Exponentialfunction dienen. Wei-
tere Beispiele finden sich in § 52. N
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wandeln wir sie durch Querschnitte in eine einfach zusammen-
hingende, welche mit 7° bezeichnet werden moge. Alsdann bil-
det innerhalb 7" jede geschlossene Linie die vollstindige Begren-
zung eines Flichentheils, in welchem /(z) endlich und stetig ist.
Bildet man daher die Integralfunction

z

w=ﬁ(z)dz,

20

indem man von einem beliebigen festen Anfangspuncte z, aus lings
eines beltebigen, ganz inunerhalb 7” liegenden Weges bis zu einem
Puncte z integrirt, so machen irgend zwei solche Wege vereinigt
eine geschlossene Linie aus, die einen Flichentheil vollstindig
begrenzt, in welchem f(z) berall stetig ist, und folglich erlangt
w auf allen solchen Wegen in z denselben Werth (§ 18). Ausser-
dem ist, da f(z) innerhalb 7" iiberall endliche Werthe behalt,
auch % immer endlich, und daher ist w eine Function der obe-
ren Grenze z, die innerhalb 7” iiberall einwerthig, endlich und
stetig bleibt.

Anders aber verhalt es sich, wenn wir die Function w in
der Fliche T betrachten, also den Integrationsweg auch die
Querschnitte iberschreiten lassen. Um dies zu untersuchen, wol-
len wir zuerst den Fall ins Auge fassen, dass kein Querschnitt
durch einen spateren, von ihm ausgehenden, in Abschnitte ge-
theilt wird. Nun gehort jeder Querschnitt mit zur Begrenzung
von 7', und zwar beide Seiten desselben, sodass diese zusam-

. menhingen und man eine geschlos-

Fig. 49. sene, ganz im Innern von 7" verlau-

fende Linie b ziehen kann, welche
von der einen Seite des Querschnitls
auf die andere Seite desselben fiihrt.
Sind dann z; und z, (Fig. 49) zwei
zu beiden Seiten eines Querschnittes
einander unendlich nahe liegende

Puncte, so fragt es sich, ob
z

w ='/}'(z)dz,

%o
wenn man die Integrationswege immer noch ganz in 7" verlaufen
lasst, in 2z, und z, gleiche (eigentlich um eine unendlich kleine
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Grosse verschiedene) oder verschiedene Werthe annimmt. Bezeich-
net man aber die Werthe von w in z, und z, resp. durch w,
und w,, so ist

w,::f}(z) dz=j;"(z) dz +f;‘(z) dz,

das erste Integral auf einem beliebigen in 7’ verlaufenden Wege,
das zweile auf einer geschlossenen Curve b genommen, die inner-
halb 7' von z, nach z, filwt. Es ist also
Ze
w,— w;, = | f(z) dz.
3t

Daher haben w, und w, gleiche oder verschiedene Werthe, je
nachdem das auf die geschlossene Linie b ausgedehnte Integral

f/'(z) dz

Null ist, oder einen von Null verschiedenen Werth 4 hat. Im
ersteren Falle bleibt 2 beim Ueberschreiten des Querschnittes
stetig, im letzteren Falle dagegen springt w plotzlich von w, zu
w,=w, + A4 tber und ist daher unstetig. Allein dieser Sprung
ist an allen Stellen des namlichen Querschnittes der gleiche, da
der Integralwerth sich nicht andert, wenn man die geschlossene
Linie b so erweitert oder verengert, dass sie an zwei anderen
einander unendlich nahe liegenden Puncten z; und z, zi beiden
Seiten des namlichen Querschnittes anfingt und endigt (§ 19).
Diese Grosse 4, welche also lings des ganzen Querschnittes con-
stant ist, und um welche die Functionswerthe auf der einen
Seite des Querschnittes grosser sind, als auf der anderen, nennt
man den Periodicititsmodul, welcher diesem Querschpitt
_ angehort. Ganz dasselbe findet nun bei jedem Querschnitte statt,
da die beiden Seiten eines jeden zusammenhingen, und also eine
geschlossene Linie von einem Puncte der einen Seite zu einem
unendlich nahen auf der anderen Seite durch das Innere von 7¥
gezogen werden kann. Jedem Querschnitt gehort also ein Pe-
riodicititsmodul an, der fir einen und denselben Querschnitt con-
stant bleibt (immer noch unter der Voraussetzung, dass kein
Querschnitt durch einen spéteren in Abschnitte getheilt wird).
Penkt man sich mun aber die Function w auch in 7, also auch
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iiber einen Querschnitt hiniiber, stetig fortgesetzt, so erlangt sie
auf dem den Querschnilt aiberschreitenden Wege z,z,b2,2, in =z,
einen Werth, der um den Periodicititsmodul 4 grésser ist, als
der Werth, den sie aul dem Wege
z,2, erreicht, welcher den Querschnitt
nicht iberschreitet. Denn im erste-
ren Falle ist der Werth von 2 in
z, als die stetige Forlsetzung von
w, zu betrachten, wibrend auf dem
‘ . zweiten Wege w den Werth w, er-
langt, und
wy==w, + 4
war. Es findet hier ein ahnlicher
Vorgang statt, wie der, den wir friher
bei den Verzweigungsschnitten ken-
nen gelernt haben (vgl. § 13), und so lange die Fliche 7 nur
aus einem einzigen Blatte besteht, kann man auch wirklich jeden
Querschnitt wie einen Verzweigungsschnitt ansehen, iber den
hiniiber die Flache sich in ein anderes Blatt fortsetzt, nur miisste
man sich dann unendlich viele Blatter unter einander liegend
denken, da bei jedem neuen Ueberschreiten des Querschnittes
der Functionswerth w auf's Neue um 4 zunimmt, und der ur-
spriingliche Werth niemals wieder eintritt. Wenn aber’ die Fliche
T selbst schon aus mehrerern Blittern besteht, dann hért jene
Vorstellungsart auf, fassbar zu sein, und man kann nur die Ana-
logie mit den Verzweigungsschnitten festhalten, wonach aber einen
Querschpitt hiniber ebensowohl eine Unterbrechung der Stetig-
keit, wie eine stetige Fortsetzung der Function denkbar ist.

Das Zeichen von A andert sich, wenn die geschlossene Curve
b in -entgegengesetzter Richtung durchlaufen wird; wir wollen
aber den Periodicitaitsmodul stets so annehmen, dass er gleich ist
dem Integrale lings der geschlossenen Curve b, wenn diese in
der Richtung der wachsenden Winkel durchlaufen wird.

Denkt man sich jetzt alle moglichen Wege, welche von
einem festen Ausgangspuncte z, nach einem beliebigen Puncte z
innerhalb der Fliche 7 fithren, so konnen diese Wege entweder
keinen Querschnitt iberschreiten, oder aber einen oder mehrere
Querschnitte ein oder mehrere Male durchschneiden. Je nach
der Beschaffenheit dieser Wege kann daher # in einem und.dem-

Fig. 49.
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selben Puncte z sehr verschiedene Werthe erhalten, und ist also
eine vieldeutige Function der obern Grenze des Integrals. Allein
da diese Verschiedenheit der Werthe von % in z nur durch’ die
Ueberschreitungen der Querschnitte bewirkt wird, so konnen sich
diese verschiedenen Werthe nur um Vielfache der Periodicitats-
moduln von' einander unterscheiden. Bezeichnen daher 4,, 4,
A,, etc. die Periodicititsmoduln der einzelnen Querschnitte, n,,
n,, ng, etc. positive oder negative ganze Zahlen, und w und
w’ zwei verschiedene Werthe von w in z, so muss
' w=w+ nd + nydy + ngd, + -----
sein. [Ein Beispiel moge Fig. 50.
dies erlautern. Fig. 50
stelle eine 3-fach zusam-
menhingende Fliche vor,
die Querschnitte seien ab
und cd, die Periodicitits-
moduln fiir dieselben resp.
A; und 4,, so genommen, |
dass der Uebergang von
der einen Seite des Quer-
schnitts auf die andere
lings einer geschlossenen
Curve in der Richtung der
wachsenden Winkel gesche-
he. Bezeichnet man dann
den Werth, den die Function » auf einem Wege erlangt, dadurch,
dass man den Weg dem Buchstaben w in Klammern hinzufigt,
so ist
w(z4ez) = w(z42) + 4,
w(zo/92) = w(zy2) — 4, + 4,
w(zphz) = w(zy2) + 4.
Es erhellt hieraus, dass die Integralfunetion

w= ff(z)dz

ecine Vieldeutigkeit ganz besonderer Art besitzt, nimljch dass die
verschiedenen Werthe, welche sie fir denselben Werth von z
annehmen kann, sich nur um Vielfache constanter Grossen von
einander unterscheiden. Nimmt man nun die inverse Function,
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d. h. betrachtet man 2z als Function von w, so ist diese eine
periodische Function, da sie ungedndert bleibt, wenn man das
Argument w um beliebige Vielfache der Periodicititsmoduln ver-
mehrt oder vermindert. Hierdurch rechtfertigt sich auch der
Name Periodicititsmodul, da man der Sprache der Zahlentheorie
analog sagen kann, dass z fiir solche Werthe von w gleiche
Werthe erhilt, welche nach einem Periodicititsmodul einander
congruent sind, d. h. deren Differenz gleich einem Vielfachen
des Periodicititsmoduls ist.

§ 50.

Wir haben bisher angenommen, die Querschnitte seien so
gezogen, dass keiner von ihnen durch einen spiteren, von ihm
ausgeheriden, in Abschnitte getheilt wird. Wenn nun dies aber
der Fall' ist, z. B. so wic in Fig. 51, wo der eine Querschnitt ad

Fig. 51. durch den zweiten ce in
die beiden Abschnitte ac
und cd getheilt wird, so
kann es vorkommen, dass
der Periodicitatsmodul B,
des einen Theils ac von
dem B, des andern Theils

" ¢d verschieden ist. Denn

B, ist gleich dem Inte-

gral [/(z)dz auf die Linie

b, bezogen, B, gleich

demselben Integrale auf

b, ausgedehnt. Haben nun

diese Integrale verschie-

dene Werthe, so sind

auch die Periodicifitsmoduln B, und B, verschiedene. Dann
bleibt also der Periodicititsmodul nicht lings eines ganzen Quer-
schnittes constant, sondern nur von einem Knoten des Schnitt-
netzes bis zum nachsten. Dem Querschnitte ce gehort nun auch
ein Periodicititsmodul B; an, wir haben daher drei Periodicitits-
moduln, trotzdem unsere Fliche nur zwei Querschnitte zur Ver-
* wandlung in eine einfach zusammenhingende néthig hat. Allein
in einem solchen Falle bestehen immer Beziehungen zwischen
den einzelnen Periodicititsmoduln. In unserem Beispiele ist das
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Integral ausgedehnt auf b; gleich der Summe der Integrale aus-
gedehnt auf b, und b, (§ 19), und daher

‘ By = B, + By;
wir haben also in der That nur zwei von einander unabhingige
Periodicititsmoduln, d. h. eben so viele als Querschnitte vorhan-
den sind.

Um pun im Allgemeinen zu zeigen, dass es immer nur so
viele von einander unabhingige Periodicititsmoduln giebt, als
Querschnitte, erinnern wir daran, dass die Querschnitte meist
auf mehrfache Weise gezogen werden konnen. Immer aber giebt
es eine Art der Zerschneidung, bei welcher jeder Periodicitits-
modul langs eines ganzen Querschnittes constant ist. Denn ist die
Fliche eine begrenzte, so darf man nur jeden Querschnitt in
einem Puncte der ausseren Begrenzung beginnen und in einem
solchen enden lassen. Ist aber die Fliche unbegrenzt, sodass
der erste Querschnitt eine geschlossene Linie sein muss (§ 47),
so muss nun allerdings der zweite Querschnitt in einem Puncte
des ersten anfangen, lisst man ihn aber auch in demselben
Puncte endigen, also eine geschlossene Linie sein, und verfabrt
auf dieselbe Weise bei den ibrigen Querschnitten, so haben auch
hier die Abschnitte gleiche Periodicititsmoduln. Das am Ende des
§ 48 angefiihrte Beispiel zeigt in Fig. 47 eine solche Zerschnei-
dungsart; in Fig. 48 besteht dagegen der Querschnitt ¢, aus
zwei Abschnitten, (nimlich aus der Linie 4% und der um die
Puncte d und e herumgehenden geschlossenen Linie) welche ver-
schiedene Periodicititsmoduln haben,

Sei nun eine (n 4 1)-fach zusammenhingende Fliche zuerst
so durch n Querschnitte in eine einfach zusammenhingende zer-
schnitten worden, dass dabei kein Querschnitt durch einen
andern in Theile mit verschicdenen Periodicititsmoduln zerlegt
werde; dann haben wir bei dieser Zerschneidungsart gerade so
viel Periodicitaitsmoduln als Querschnitte. Diese seien

Ay, Ay, -+ An -
Zweitens sei dieselbe Fliche auf eine andere beliebige Art zer-
schnitten worden. Zerfallen dabei einzelne Querschnitte in meh-
rere Theile, so ist die Anzahl der Periodicititsmodpln grésser
als n; seien dieselben -
B, By, .-+ Bmn 5 m > n.
Lasst man nun die Variable z von einem-beliebigen Puncte z,
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aus eine geschlossene Linie beschreiben, welche nur einen Quer-
schnitt des ersten Systemes uberschreitet, fir welchen 4, der
Periodicititsmodul sei, und bezeichnen w, und w die Werthe,
welche die Function beim Beginn und nach Vollendung der ge-
schlossenen Linie hat, so ist .
w=w, + 4.
Denkt man nun aber die Fliche auf die zweite Art zerschnitten,
so kann dieselbe geschlossene Linie mehrere Querschnitte des
zweiten Systemes uberschreiten; der Werth von « wird daher
nach § 49 auch in der Form
w=wy+ B, + kB, + ----: + 4, B,
enthalten sein miissen, wo die % positive oder negative ganze
Zahlen (Null eingeschlossen) bedeuten. Demnach ist
A, =MmB 4+ h,By + ----- + hpB,.
Lasst man umgekehrt die Variable z von z, aus eine geschlossene
Linie durchlaufen, welche nur einen Querschnitt des zweiten
Systemes @berschreitet, fiar welchen der Periodicititsmodul B;
sei, so ist der Endwerth der Function einmal
w, + B 1’
wird aber, wenn man auf die Ueberschreitungen der Querschnitte
des ersten Systemes Riicksicht nimmt, auch in der Form
w, + y1A1 + yzAz + s + gnAn
enthalten sein, worin die g ebenfalls positive oder negative ganze
Zahlen (oder Null) bedeuten. Hieraus folgt '
By = g1 4, + 9,4, + -+ + 9p4,.
Wir erhalten demnach zwischen den beiden Systemen der Perio-
dicitatsmoduln 4 und B folgende zwei Systeme von Gleichungen
Ay=h'B +h By+ -+ HNn Bn
Ay="h"B 4+ h/'By+ -+ + k' Bu |
Ap = h"B, + hWB, 4+ .... 4+ h,™B,
und
B =g, 4, +92' A+ -+ 9 An
B,=yg," 4, + 92” A+ -+ 9" 4 1L
By = gl("')Al + 92("')‘42 + -+ g”(ﬂ')Am
Da nun der Annahme nach m > n ist, so kann man aus II die
die n Grossen 4 eliminiren und erhilt dadurch m — n Beziehun-
gen zwischen den Grossen B. Da man aber diese Beziehungen
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auch dadurch erhalten kann, dass man die Werthe der 4 aus 1
in II substituirt, so missen sie homogene lineare Gleichungen
mit ganzzahligen Coefficienten sein. Demnach ergiebt sich: wenn
frihere Querschnitte durch spatere in Theile zerlegt werden,
far welche die Periodicititsmoduln verschiedene Werthe haben,
sedass im Ganzen m Periodicititsmoduln existiren, wahrend nur
n Querschnitte vorhanden sind, so bestehen zwischen diesen m
Periodicititsmoduln m — n lineare homogene Bedingungsgleichun-
gen mit ganzzahligen Coefficienten, und nur n von ihnen, d. h.
ebenso viele als Querschnitte existiren, sind von einander unab-
hangig.

§ 51.

Wir haben bisher angenommen, dass aus der z-Fliche
simmtliche Unstetigkeitspuncte durch kleine Umhillungen aus-
geschieden seien, so dass die Function f(2) in der entstehenden
Fliche 7 endlich blieb. Nun wollen wir aber zeigen, dass es in
der That nicht nothwendig ist, alle auszuschliessen, und unter-
suchen, bei welchen dies nicht zu geschehen braucht.

Der Periodicititsmodul A4 fir irgend einen Querschnitt ist,
wie § 49 gezeigt wurde, der Werth des Integrales f f(z)dz aus-
gedehnt iber eine geschlossene Linie &, welche von der einen
Seite des Querschnittes durch das Innere der einfach zusammen-
hingenden Fliche 7T’ auf die andere Seite desselben Querschnit-
tes* fithrt. Nun kann aber dieses Integral in vielen Fillen den
Werth Null haben. Denken wir uns, dass die Linie b eine aus
der z-Fliche ausgeschiedene Stelle umgiebt, die einen Unstetig-
keitspunct @, (der nicht zugleich Verzweigungspunct ist) der
Function f(2) enthielt. Alsdann hat das Integral / f(z)dz nach
§ 42 nur dann einen von Null verschiedenen Werth, wenn in
dem Ausdrucke, welcher angiebt, wie f(2) unstetig wird, das
Glied

»

[
zZ—a
vorhanden ist; in allen dbrigen Fillen wird das Integral gleich
Null. Letzteres findet also z. B. statt, wenn /(z) in a unendlich

wird wie

”

(4
(z—a)?
oder wie
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pe) LY
@—a)" + (z—a)nt1 o

wo n cine von 1 verschiedene positive ganze Zahl bedeutet. In
einem solchen Falle bleibt nun die Function w beim Ueber-
schreiten des Querschniltes stetig, daher ist es nicht nothwendig,
die Unstetigkeitsstelle auszuschliessen, und der Querschnitt-braucht
gar nicht gezogen zu werden. Denkt man sich z. B. ein einfach
zusammmenhingendes Stick der z-Flache, in welchem nur Un-
stetigkeitspuncte der in Rede stehenden Art enthalten sind, so
erhilt ‘das Integral [f{z)dz auch auf zwei Wegen, die einen
solchen Unstetigkeitspunct einschliessen, denselbgn Werth, weil
es, um den Unstetigkeitspunct herum genommen, den Werth Null
hat (§ 20). Innerhalb eines solchen Flachenstiicks ist daher die

Function
w= f f(z)dz

Zo
ebenfalls eine einwerthige Function der oberen Grenze, wie wenn
das Flachenstiick gar keine Unstetigkeitspuncte enthielte; nur wird
w in den Unstetigkeitspuncten selbst unendlich gross.

Dies ist die eine Art der Unstetigkeitspuncte, die nicht aus-
geschlossen zu werden brauchen; bei diesen wird auch stets das
Ziehen des Querschnitts erspart. Gehen wir zu Verzweigungs-
puncten iber, so erhilt das Integral j [ (2) dz langs der ge-
schlossenen Linie » den Werth Null, wenn diese einen Windungs-
punct (m—1)ter Ordnung umgiebt, in welchem f(z) von keiner
m—1
. m
(§ 21), und dberhaupt, wenn in dem Ausdruck, welcher angiebt,
wie f(2) in dem Verzweigungspuncte unendlich wird, das Glied,
das von der ersten Ordnung unendlich ist, fehlt (§ 42). In die-
sem Falle braucht also der Unstetigkeits- und Verzweigungspunct
ebenfalls nicht ausgeschlossen zu werden. Aber da jetzt die z-
Flache aus mehreren Blattern besteht, so kann sie auch ohne
irgend welche Ausschliessungen mehrfach zusammenhéngend sein.
Daher kann jetzt der Fall vorkommen, dass kein Querschnitt
iiberfliissig gemacht wird; soll aber dann der Periodicititsmodul
einen von Null verschiedenen Werth haben, so muss die ge-
schlossene Linie b mindestens zweiVerzweigungspuncte umgeben,

hoheren Ordnung unendlich wird, als von der Ordnung
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~ da sie immer eine Linie sein muss, die fir sich allein noch nicht
einen Flachentheil vollstindig begrenzt.

Endlich konnen wir auch entscheiden, wann der unendlich
entfernte Punct ausgeschlossen werden muss. Der Werth des
Integrals f f (2) dz fur eine den Punct z = oo umgebende Linie
richtet sich (§ 43) nach der Beschaffenheit, welche die Function

22 (2)
fir z=co hat. Dieser Punct muss also ausgeschlossen werden,
wenn :

lim [zf (z)]z=°° endlich und von Null verschieden

ist, und dberhaupt dann und nur dann, wenn in der Entwicke-
lung von /() nach steigenden und fallenden Potenzen von z ein
Glied von der Form

A

z
vorhanden ist.

Wenn nun far eine gegebene Function /(2) aus der z-Flache
alle diejenigen Puncte ausgeschlossen worden sind, die nothwen-
dig ausgeschlossen werden missen, und nur diese, so ist in-
nerhalb der so entstandenen Fliache 7 das Integral
f/'(z) dz, bezogen auf eine geschlossene Linie, welche
fiar sich allein einen Flachentheil vollstindig be-
grenzt, stets gleich Null. Dabei wird natirlich vorausge-
selzt, dass die geschlossene Linie nicht durch einen Unstetig-
keitspunct oder Verzweigungspunct hindurch fihrt.

§ 52.

Es sollen nun zur Erliuterung der vorstehenden Betrach-
tungen einige Beispiele vorgefithrt werden.

1. Der Logarithmus.

Wir erinnern zuerst an die schon § 22 und 23 hehandelte
Function log z, oder an die Integralfunction

z

dz
w=f| —-
z
1

Hier ist f(2) = % einwerthig, die z-Flache besteht daher aus
einem Blatte. Ferner ist z=0 ein Unstetigkeitspunct, und in
ihm ist T

Durége, Funct, compl, Var, 12
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. . 1
limzfz =flimz-—=1.

Picser Panet muss diher ap-zescisissen wenln., Nimmt man
die z-Flache im Unendlichen gexchiossen an. so muss auch der
Pumit z = x ansgi~chlissen werden, wel aoch

dim=zfz" =1

-——

ist. Durch Ausschlieszunz dieser beiden Puncte wird die Fliche
T zweifach zusammenhingend, und ein Querschnitt, welcher die
beiden die Puncte 0 und o>c vmgebenden Rreise verbindet, ver-
wandelt sie in eine einfach

Fiz. 32.
~ zusammenhiangende Flache
// Fig. 32.. Der Periodicitits-
/ o ) modul A4 ist gleich dem
3 “ o . Integral

.;:'/7 6 7 _ = ~ fd:

/ - z
‘_/ ausgedehnt auf eine den
~ Nullpunct in der Richtung
der wachsenden Winkel umgebende geschlossene Linie, er ist also

- A=2 =i.

Eine solche Linie umgiebt zugleich auch den Punct oo, und fir
diese erhalt man (§ 43,

dz . 2 %
f—z— =—927f | lim — =—2mi,
—00

I=

wenn die Integration in dér positiven Begrenzungsrichtung aus-
gefabrt, also der Querschnitt in der entgegengesetzten Richtung
tiberschritten wird, wie vorhin.

2. Der Arcus Tangens.

z

]
w_—j dz .
Y v

Hier ist

1
f(z) = Py
chenfalls cinwerthig und wird von der ersten Ordnung unendlich
fir z==4¢ und z = — 4, dagegen ist fir z = oo

. . .1
lim z/'(z)=hml_;_z2 = lim ;;:0
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Man braucht daher nur die Puncte 2 = ¢ und 2z = — ¢ durch
kleine Kreise auszuschliessen und erhalt dann, wenn die z-Flache
im Unendlichen geschlossen angenommen wird, eine zwei- Fig. 52.
fach zusammenhingende Fliche, welche sich durch einen

die kleinen Kreise um -+ ¢ und — ¢ verbindenden Quer- e
schnitt in eine einfach zusammephingende verwandelt.

Der Periodicititsmodul A ist das Integral

'/ dw ¢
ausgedehnt auf eine den Punct <+ ¢ in der Richtung der
wachsenden Winkel umgebende geschlossene Linie, und 9 .
daher, wie schon § 20 ermittelt wurde,

A==z
Dieselbe Linie kann auch angesehen werden als eine, welche den
Punct — ¢ in der Richtung der abnehmenden Winkel umgiebt,
und liefert dann denselben Periodicititsmodul.

Nimmt man die z-Flache nicht im Unendlichen geschlossen
an, sondern begrenzt sie durch eine geschlossene Linie, die man
dann ins Unendliche sich ausdehnen lasst, so wird die Fliche 7
durch Ausschliessung der beiden Puncte 4 ¢ und — 7 zu einer
dreifach zusammenhingenden. Man muss also dann zwei Quer-
schnitte anwenden, um sie in eine einfach zusammenhingende zu
verwandeln. Da nun’aber das Integral

dz
1§22

ausgedehnt auf eine geschlossene Linie entweder den Werth 4 =
oder — z oder Null hat, je nachdem die Linie den Punct + ¢
oder — i oder beide in der Richtung der wachsenden Winkel
umgiebt (§ 20), so haben die auf -die beiden Querschnitte bezo-
genen Periodicititsmoduln, je nach der Art, wie sie gezogen wer-
‘den, entweder die Werthe 4 z und — =, oder der eine hat den
Werth 4+ = und der andere den Werth Null. Die Function
w = arc lg z indert sich daher hier auch nur um Vielfache
von 7.

Die inverse Function z =— fg w ist nun um die Grésse =
periodisch. Die Abbildung der im Unendlichen geschlossen an-
genommenen z-Fliche auf der Fliche der w geschieht hier in
ganz ahnlicher Weise, wie es § 23 bei der Exponentialfunction
gezeigt worden ist; an die Stelle der die Puncte 0 und co ein-

12
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schliessenden Kreise treten hier nur diejenigen, welche die Puncte
4+ ¢ und — 7 umgeben. Nimmt man den Querschnitt, welcher
Fig. 52. Fig. 53.

C

&)

diese Kreise verbindet, lings der Ordinatenaxe verlaufend an, so
wird die w-Flache in Streifen getheilt, welche von Geraden be-
grenzt werden, die mit der Ordinatenaxe parallel laufen und
durch die Puncte 0, + 7w, + 27, + 3x, etc. hindurchgehen.
In jedem dieser Streifen nimmt die Function z — ¢g w ihre
simmtlichen Werthe an, und zwar jeden nur einmal, weil abge-
sehen von den Periodicitaitsmoduln jedem Werthe von z nur ein
Werth von w entspricht, da die z-Flache nur aus einem Blatte
besteht.

Wir wollen nun diese Function auch in umgekehrter Weise
betrachten, indem wir von der periodischen Function ausgehn.
Bedeutet z — @ () eine einwerthige einfach periodische Function
mit dem Periodicititsmodul 4, d. h. eine einwerthige Function,
welche die Eigenschaft besitzt, dass

pw+ 4) = (w)
ist, so lasst sich die Ebene der w so in Streifen theilen, dass
die Function in jedem Streifen ihre simmtlichen Werthe annimmt,
und in je zwei in verschiedenen Streifen liegenden Puncten, de-
ren Differenz gleich 4 oder gleich einem Vielfachen von A ist,
gleiche Werthe hat (Fig. 54). Zieht man namlich eine beliebige
sich selbst nicht schneidende Linie BC, so bilden die Puncte
w + A, welche durch Addition von 4 aus den Puncten der Li-’
nie BC entstehen, eine dieser parallele Linie DE. Die Function
@ hat also auf DE dieselben Werthe, wie auf BC. Dasselbe
findet auf allen Linien statt, die mil den vorigen in gleichen Ent-
fernungen parallel laufen. Ist ferner w ein Punct im Tnneren
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des Streifens BCDE, so liegt w + 4 im Inneren des anstos-
senden Streifens DEFG, w 4+ 24 im Inneren des nachstfolgenden
Streifens u. s. . In die-
sen Puncten hat daher
die Function wiederum
gleiche Werthe. Da nun
also je zwei Puncte w
und w 4+ n 4, in denen die
Function gleiche Werthe
hat, in verschiedenen
- Streifen liegen, so muss
sie in jedem Streifen ilire
sammtlichen Werthe er-
halten.

Wir wollen nun weiter anmehmen, die Function z = ¢ (w)
erhalte in einem und demselben Streifen jeden Werth nur ein-
mal und werde nur in einem endlichen Puncte w —r dieses
Streifens unendlich gross von der ersten Ordnung. Dann wird
sie natirlich auch in den entsprechenden Puncten w = r + nd
der iibrigen Streifen unendlich gross von der ersten Ordnung.

Nun kann man nach § 29 setzen
[
w—r

Fig. 54.

+ ¥ (w), (36)
wo ¢ eine gegebene Constante, und 1 (w) eine Function bedeutet,

die in dem zu betrachtenden Streifen nicht mehr unendlich gross
ist, sondern nur noch in den ibrigen Streifen. Daraus folgt

ZT: =¢'(w) =— (w—iry + ¥ (). 37)
Da nun ¢’(w) in dem Streifen ebenfalls endlich bleibt, so wird

s_; auch nur fir w = r unendlich gross, also nur da, wo z un-

endlich wird, und dies muss in gleicher Weise von allen Strei-
fen gelten. Wihrend aber z von der ersten Ordnung unendlich

z=¢(w) =

gross ist, istj—z—w von der zweiten Ordnung unendlich gross. Be-

dz . . 4 e "
trachtet man also = als eine Function von 2z, so ist sie nur fir

z=o00 und zwar von der zweiten Ordoung unendlich gross. Da
ferner z in einem und demselben Streifen jeden Werth nur ein-
mal annimmt, so entspricht in einem und demselben Streifen
jedem Werth von z nur ein Werth von w. Demnach ist w eine
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Function von z, welche zwar fiir jeden Werth von z unendlich
viele Werthe hat, die sich aber nur um Vielfache des Periodici-
titsmoduls, also um constante Grossen, von einander unterschei-

den. Folglich ist % eine einwerthige Function von z, da die
Constanten bei der Differentiation verschwinden. Die reciproke

Function ,%,‘ muss daher ebenfalls eine einwerthige Function von

z sein. Verbindet man dieses mit dem Vorhergehenden, so er-

giebt sich, dass giw eine einwerthige Function von z ist, welche

nur fir z =00 und hier von der zweiten Ordsung unendlich
gross ist. Folglich ist (nach § 31) -:iw eine ganze Function zwei-

ten Grades von z. Eine solche muss nach § 36 auch zwei Mal
den Werth Null annehmen. Bezeichnet man mit ¢ und & die
Werthe von z, fir welche dieses geschiecht, und mit C e¢ine Con-
stante, so ist

H=CE—a) (=)

dw
und daher

? dz

w=[ ce=aen
-Demnach ist eine einfach periodische Function, welche in jedem
Streifen alle Werthe einmal annimmt und nur fir einen endlichen
Punct in demselben unendlich gross von der ersten Ordnung wird,
die inverse Function des vorstehenden algebraischen Integrals.

In diesem konnen die Werthe ¢ und & nicht einander gleich

sein, denn in diesem Falle wiirde die Function -

. dz
w _fC (z—a)?

nach § 51 eine einwerthige Function der oberen Grenze sein,
und dann kénnte z nicht eine periodische Function sein. Die
Constante C lasst sich durch ¢ ausdricken; denn aus (38) folgt

dz.
. dw]
C= [llm 200
und mit Benutzung der Gleichungen (36) und (37)

c=|:um_ oy + ¥ J -
( - + ?/1(111)) w=r

w—r
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oder
—ct(w—rPy(w) 1

C=lim < o= — ¢

Hiermit wird

—cdz .
(z—a) (z—0)
Der Periodicititsmodul A ist gleich dem Werthe dieses Integrals,
wenn es lings einer geschlossenen Linie genommen wird, die
entweder den Punct @ oder den Punct b umgiebt. Integrirt man
um ¢« in der Richtung der wachsenden Winkel, so folgt

e omi i —c(z—a) _ 2mic
A= fim o] =3

bei der Integration um b wirde man den entgegengesetzten Werth
erhalten. Giebt man dem Integral die untere Grenze &, d. h.,
erhalt z in dem Puncte w=—=0 den Werth %, so ist, da z—=o00
wird fir w=r,

w =

*

—cdz

= ) e—a =0’

8. Der Arcus Sinus.

w — * dz
y Vi—z'
Hier besteht die z-Flache fir die Function
f(z) = Vl—
aus zwei Blattern. Wir haben die zwei Verzweigungspuncte
z=+ 1 und z= — 1, welche zugleich Unstetigkeitspuncte

sind. Da in ihnen aber f(z) nur von der Ordnung 4 unendlich
wird, so brauchen diese Puncte nicht ausgeschlossen zu werden,
dagegen muss dies mit z = oo oeschehn weil

= lim 1

. z
also endlich ist, und zwar muss in ]edem Blatte der Punct oo
ausgeschlossen werden, da er kein Verzweigungspunct ist. Aus
diesem Grunde ist es bei diesem Beispiele fir den Zusammen-
hang der Flache gleichgiltig, ob man die beiden Blitter der
z-Fliche im Unendlichen geschlossen annimmt, oder ob man in

‘
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jedem eine geschlossene Linie als Begrenzung gezogen denkt, die
man sich dann ins Unendliche ausdehnen lasst. In Fig. 55 ist
die letztere Darstellungsart der leichteren Ausfihrbarkeit wegen
gewahlt. Der Verzweigungsschnitt
ist von — 1 nach <+ 1 gelegt, und
die im zweiten Blatte verlaufenden
Linien sind durch Puncte angedeu-
tet. Diese Fliche 7 ist zweifach
zusammenhdngend , und der Quer-
schnitt muss, um die Fliche nicht
zu zerstiicken, den Verzweigungs-
schnitt iberschreiten. Er ist durch
die Linie adc, von welcher der
Theil dc im zweiten Blatte ver-
lauft, bezeichnet worden. Der Pe-
riodicititsmodul ist das Integral

Jrts

ausgedehnt in der Richtung der wachsenden Winkel auf eine ge-
schlossene Linie, welche die beiden Puncte — 1 und <+ 1, sei
es im ersten oder im zweiten Blatte, umgiebt. Nimmt man an,
dass in den Puncten, welche im ersten Blatte in unmittelbarer
Nahe des von — 1 nach 4 1 fihrenden Verzweigungsschnittes
auf der linken Seite liegen, der Quadratwurzel das positive Vor-
zeichen beigelegt werde, und lasst man die geschlossene Linie
im ersten Blatte verlaufen, so kann sie bis zu dem Verzweigungs-
schnitt verengert werden, und dann wird

—2 J V1- :F' ’

_'/Vl——z’ fVl-—-z’

Wir haben § 43 gesehen, dass man den Werth dieses Integrals
dadurch bestimmen kann, dass man die geschlossene Linie als
eine den Punct oo umgehende betrachtet, und erhalt danach

. A= —2m=.
Fir eine im zweiten Blatte verlaufende Linie wiirde sich ebenso

+ 27 ergeben baben; und in der That wberschreitet eine im
zweiten Blatte in der Richtung der wachsenden Winkel um — 1

und + 1 herumgehende Linie den Querschnitt in entgegenge- ‘

L4




Abschn. X. § 52. 3. Der Arcus Sinus. 185

setzter Richtung, wie eine ebensolche Linie im ersten Blatte.

Daher ist die inverse Function sin w des vorliegenden Integrals

um 27 periodisch. _

Um die Abbildungsart der z-Fliche auf der w-Fliche zu
finden, lassen wir z die ganze Begrenzung der Fliche 7” in po-
sitiver Richtung durchlaufen, von « beginnend, wo % den Werth
w, habe. Wird die im ersten Blatte befindliche dussere Begren-
zung von der Variablen z durchlaufen, so geht w von w, bis
w, — 2x auf einer Curve, deren Ge-

stalt von der Gestalt der Begrenzungs- ;g' 86. P
- curve in z abhangt (Fig. 56). Jetzt geht
2z auf der linken Seite der Querschnitts-
27T 70,
richtung ec von & nach ¢, und w von % @
w, — 27 bis zu einem Werthe, der mit
w. bezeichnet werden moge. Wiederum
kann die Curve, auf der dies geschieht,
je nach der Gestalt des Querschnitts ac ,, 27T

verschieden sein. Ferner durchlauft z

von ¢ aus die &ussere Begrenzung des 4 r
zweiten Blattes; dann geht w von w, -

nach w, <+ 2x, wo die Uebergangscurve' auch erst durch die
aussere Begrenzung des zweiten Blattes der z-Fliche bestimmt
wird; endlich schliesst z seinen Umlauf, indem es auf der linken
Seite der Querschnittsrichtung ce zum Ausgangspuncte zuriick-
kehrt; dann geht auch w von w, 4 27 nach w, zuriick; die
Curve, auf welcher dies geschieht, muss dem Wege (w,_2~, w,)
parallel sein, weil diese beiden Linien den beiden “Seiten des
Querschnitts entsprechen, und w in je zwei unendlich nahen
Puncten der beiden Seiten um 2z verschiedene Werthe hat. Dehnt
man jetzt die dusseren Begrenzungen der Fliche 7 ins Unend-
liche aus, so ricken auch die Curven (w,, w,— 2#) und
(we, we. + 27) ins Unendliche, und z oder sin w nimmt seine
sammtlichen Werthe innerhalb eines Streifens an, der von den
parallelen Curven 4B und CD begrenzt wird. In einem solchen
nimmt aber z jeden Werth zweimal an, denn da die z-Fliche
aus zwei Blattern besteht, so gehoren, abgesehen von den Pe-
viodicititsmoduln, jedem Werthe von z zwei Werthe von w an,
und daher erhilt z oder sin w in zwei verschiedenen Puncten w
denselben Werth. Nimmt man den Querschnitt ac langs der Or-

A= 20
a
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dinatenaxe verlaufend an, sodass zu beiden Seiten desselben z—7y
zu setzen ist, (wo y reell ; so erhilt man

w=1i g——dy
s
sodass auch w rein imaginar oder um Vielfache des reellen
Periodicititsmoduls 2z von einer rein imaginiren Grosse ver-
schieden ist. Alsdann wird die w-Ebene in Streifen getheilt
durch gerade Linicn, welche der y-Axe parallel laufen und durch
die Puncte 0, + 27, + 4z, etc. hindurchgehen.
Um nun zu bestimmen, in welcher Beziehung zwei Puncte
w und w’ stehen, welchen in demselben Streifen gleiche Werthe
von z entsprechen, lassen wir die letztere Variable zuerst vom
Puncte O im ersten Blatte zu dem unmittelbar darunter liegen-
Fig. 57. den (' im zweiten Blatte iibergehn, ohne
2 den Querschnitt zu aberschreiten. Dies
7"; kann geschehen (Fig. 57), indem man lings
q‘/ des Verzweigungsschnittes um + 1 herum
zunichst auf die andere Seite desselben,
und dann iber ihn hiniber ins zweite
Blatt gelangt. Auf diesem Wege erhalt
man in O fir w den Werth

(e _ ____
-7 I—3
+4

0
dz * _dz
y Vtz;’ - Vi—z
Demmach entspricht dem im zweiten Blatte liegenden Puncte z =0’
der Punct w = m. Geht man nun im ersten z-DBlaite von 0
nach z, so gehe w von 0 nach w. Geht aber z im zweiten
Blatte von 0" nach z’, wo 2z’ unmittelbar unter z liegen moge,
so geht w mit dem Werthe = aus, und weil in diesem Theile die
Quadratwurzel J1—z* das negative Vorzeichen hat, so wird

L

1—22’

?

= 7.

’
W =m —

wahrend

dz

Vi-=2
0

w =

war; folglich ist
w4 w=m,




Abschn. X. § 52. 4. Das elliptische Integral. 187

oder die Summe der beiden Werthe von w, fir welche z oder
sin w denselben Werth erhalt, ist constant gleich dem halben
Periodicititsmodul, abgesehen von Vielfachen des letzteren.

4. Das elliptische Integral.

d ) dz
= JV(T:*) =k
0

Hier besteht die z-Flache ebenfalls aus zwei Blattern, und
hat die vier Unstetigkeits- und Verzweigungspuncte 4+ 1, — 1,

+ %, —-]10—- Keiner von diesen braucht ausgeschlossen zu wer-

den, da die Function unter dem Integralzeichen in jedem nur
von der Ordnung 4 unendlich wird. Auch der Punct oo braucht
nicht ausgeschlossen zu werden, da hier

z . 1
————————— == llm P ——————1 0
V=1 —k=) l/(l:’—l)(l“k?zz)

ist. Demnach braucht hier gar kein Punct ausgeschlossen zu
werden. Dies hingt damit zusammen, dass, wie wir schon § 45
sahen, das vorliegende Integral fiir jeden Werth von z endlich
bleibt, und daher nur durch Hinzufiigung eines unendlich grossen
Vielfachen eines Periodicititsmoduls unendlich werden kann. Neh-
men wir die z-Fliche im Unendlichen geschlossen an, so haben
wir es also hier mit einer gar nicht (oder nur durch einen belie-
bigen Punct) begrenzten Fliche zu thun, die aber mehrfach zu-
sammenhingend ist. Bei einer solchen muss nach § 47 der erste

Querschnitt eine geschlossene Linie sein. Denken wir uns einer-

seits die Puncte — 1 und + 1, andrerseits die Puncte 4 %, -—1;,

durch Verzweigungsschnitte verbunden*), so nehmen wir zum
ersten Querschnitt eine Linie ¢,, welche die beiden Puncte —1
+ 1 im oberen Blatte umgiebt (Fig. 58). Eine solche zerstiickt
die Flache nicht, da man von der einen Seite derselben zur

lim z/(z) = lim

*) In Fig. 58 ist gleich angenommen worden, dass k reell und klei-
ner als Eins sei; dann geht der von +4- % nach — —:; fiithrende Ver-

zweigungsschnitt durch o hindurch. Wir werden aber anfangs k als
eine ganz beliebige Grosse betrachten und erst nachher auf die An-
nahme zunriickkommen, dass & reell und kleiner als Eins sei.
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anderen gelangen kann. Die Art, wie dies geschieht (vgl. § 46. 4)),
giebt uns zugleich an, wie der zweite Querschnitt ¢, zu legen ist, nim-
lich indem man von einem Puncte a des ersten Querschnitts eine
Linie zieht, welche den Verzweigungsschnitt (—1, 41) iber-
schreitet, dadurch in das zweite Blatt gelangt, dann tdber den
andern Verzweigungsschnitt hiniiber wieder in das erste Blatt

zuriickkehrt, und so im Ausgangspuncte, aber auf der andern -

Seite des Querschnitts (in a™) endigt. Jetzt bilden diese beiden
Fig. 58.
%

—
-~

.. s
R
-~

Linien zusammen einen ununterbrochenen Zug, bei welchem jeder
der beiden Querschnitte zweimal in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen wird. Die Pfeile deuten an, wie dies in positiver
Richtung geschieht. In dieser Fliche 7° bildet nun jede geschlos-
sene Linie fir sich die vollstindige Begrenzung eines Flichen-
theils, und daher ist die Fliche einfach zusammenhingend. Die
Begrenzung derselben wird von den beiden Seiten der Quer-
schnitte gebildet, welche beide innere Seiten sind. Die urspriing-
liche Fliche war also dreifach zusammenhingend.

Der Periodicititsmodul 4, fir den Querschnitt ¢, ist das
Integral f dw, in der Richtung der wachsenden Winkel ausge-
dehnt auf eine geschlossene Linie, welche von der einen Seite
dieses Querschnittes auf die andere Seite desselben fiihrt, also’z. B.
langs ¢,, Diese Linie kann verengert werden, bis sie zusammen-
fallt mit zwei geraden Linien, von denen die eine im ersten

Blatte von /lc_ nach 1, und die andere im zweiten Blatte von 1

nach llc— filhrt. Nehmen wir an, dass dann im ersten Blatte der

Quadratwurzel das Vorzeichen 4 zugetheilt werde, und setzt man
der Kiirze wegen

Va=a)(i—i2) = 4z, k),
so folgt
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1

p 1 k 2
1= A(z,lc) f Ak t/. d@k)

Der Periodicitatsmodul 4, fir den zweiten Querschnitt ist ebenso
gleich dem Integral lings der Linie ¢,, und diese kann wie im
vorigen Beispiele bis an den Verzweigungsschnitt verengert wer-
den und giebt dann wie dort

+1 t1

dz —9 dz
J d@k) (z,k) 4 (z,%)
-1

oder auch, wie man leicht ubersieht,
: 1

dz
d=—1 f FIoN
A .
Das elliptische Integral hat also zwei von einander verschiedene

Periodicititsmoduln; demnach ist die inverse, die sogenannte
elliptische Function, die nach Jacobi mit sin am » bezeich-
-net wird, doppelt periodisch.

Bilden wir jetzt die Flache der z auf der Fliche der w ab,
so ergiebt sich folgendes: Geht z von @ lings des Querschnittes
¢y in der Richtung der wachsenden Winkel und zugleich in der
positiven Begrenzungsrichtung, also im Innern der Linie ¢,, wie-
der nach @ zuriick, (in Fig. 58 von a nach @) so wichst w von
w bis w + 4,. Dieser Uebergang geschicht auf einer Curve,
deren Gestalt von der beliebig zu wahlenden Gestalt der Linie ¢,
abhingt (Fig. 59); geht nun z weiter lings der Linie ¢, in den-
selben Richtungen wiederum nach " Fig. 59.

a (also von & nach a”), so wichst
w von w+ A, bisw + 4, + 4,,
ebenfalls auf einer Linie, die sich
mit der Gestalt von g, andert.
Durchlauft daon z ven a” aus die
Linie ¢, immer noch in der po-
sitiven Begrenzungsrichtung, aber

jetzt in der Richtung der abnehmenden Winkel (also von &” nach
a”), so geht w von w 4 A4, + 4, bis w 4 4,, da es um 4,
abnimmt. Die Curve, auf welcher dieser Uebergang von w ge-
schieht, muss der Curve (w, w + 4,) parallel sein, weil in je
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zwei zu beiden Seiten der Linie ¢, liegenden unendlich nahen
Puncten die beiden Werthe von w um die Griosse 4, verschie-
den sind, und daher den beiden Seiten dieses Querschnittes in
w zwei verschiedene aber parallele Linien entsprechen. Geht
endlich z von 4 langs des Querschnittes ¢, nach a, so geht w .
von w 4+ A; nach w auf einer Linie, die aus denselben Griin-
den wie vorhin der Linie (w44,, w 4 4, + A,) parallel sein
muss. Den beiden Seiten des Querschoittes ¢, entsprechen also
die Parallelen ‘w, w + 4,) und (w 4 4,, w + 4, + 4,), und den
beiden Seiten des Querschnittes ¢, die Parallelen (w, w 4 4,) und
(w 4 Ay, w + 4,4 4,). Nun entsprechen sammtlichen Puncten z auf
der ganzen unendlichen z -Fliche nur solche Puncte w, welche
innerhalb des krummlinig begrenzten Parallelogramms liegen, denn
durch jeden beliebigen Punct der Fig. 59.

z-Fliche kann man eine Linie
legen, welche von der einen Seite
von ¢, nach der andern Seite
von ¢, fahrt, ohne einen Quer-
schnitt zu iberschreiten; daber
fiuhrt die entsprechende Linie w
von der Linie (w, w 4 4,) durch
das Innere des Parallelogramms nach der Linie (w4 4,, w+ 4,4+ 4,).
Demnach nimmt 2z oder sin am w seine simmtlichen Werthe
in diesem Parallelogramm an, und zwar jeden Werth zwei Mal,
weil die z-Flache aus zwei Blittern besteht.

An dieses Parallelogramm schliessen sich nun an allen Sei-
ten andere Parallelogramme an. Denn lasst man z. B. z von «
bis nach a” gehen, so ist w nach w 4 4, gegaugen. Lasst man
nun aber w iiber den Querschnitt ¢, hiniber sich stetig fortsetzen,
so geht jetzt w mit dem Werthe w 4 4, aus a aus; an die Seite
(w + 4;, w + 4, + A4,) schliesst sich daher ein neues Paral-
lelogramm an, in dessen Ecken % die Werthe

w4, w4+ A4 + 4, w+ 24, + 4,, w+ 24,

hat. "Ebenso ist es an den ibrigen drei Seiten. - Auf diese
Weise wird die ganze Ebene der w durch zwei Schaaren
paralleler Linien in Parallelogramme getheilt. Nimmt man an,
dass & reell und kleiner als 1 ist, so liegen die vier Puncte 41,

”*ZA,

1 S
-1, + 71‘—, — - auf der Iauptaxe; verengert man nun die bei-
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den Querschnitte so, dass sie zu “beiden Seiten der Hauptaxe
verlaufen, so werden die Parallellinien Gerade, welche resp. der
- und y-Axe parallel laufen. Denn in diesem Falle ist

: dz
Vs we
0

reell; man pflegt den Werth dieses Integrals nach Jacobi mit K
zu bezeichnen; das andere Integral

L
k .
4

: fz/r“_zar—l-m

1

dagegen ist rein imaginir. Setzt man 1= = 4’ und trans- -
formirt das Integral durch die ‘Substitution '
_ Vi—K27?

z_-—k—.

so erhalt man

1
o d2’ L
. 5/ Via—h 1k’
was analog mit —¢K " bezeichnet wird. Demnach sind die Perio-
dicititsmoduln, abgesehen vom Zeichen,
4K und 2iX.

Man kann auch hier wieder bestimmen, in welcher Bezie-
hung je zwei Werthe -von w stehen, welche demselben Werthe
von 2z, d. h. zwei unmittelbar unter einander liegenden Puncten der
z-Flache entsprechen. Dem Werthe z =0 im ersten Blatte
entspricht w = 0. Um nun zu 0" im zweiten Blatt zu kommen,
kann man sich den Querschnitt ¢, so erweitert denken, dass er

ausser den Puncten 1 und 71; auch noch den Nullpunct umgiebt.

Dann kann man innerhalb 7” von 0 aus lings des Verzweigungs-
schnittes um <4 1 herum auf die andere Seite, und dann iiber
den Verzweigungsschnitt hiniiber nach 0° kommen, (Vgl. S. 186)
und dann erhalt w in 0° den Werth

1 0

* dz dz .
jd(z,k) _fd(z,k)=2K’
0 1

ist also gleich der Halfte des einen Periodicititsmoduls. Geht
man nun weiter von (' nach 2, wo 2z’ unmittelbar unter z im
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zweiten Blatt liege, so ist, wenn der Werth von w in 2z’ mit »'
bezeichnet wird,

dz
w = 2 K A(Z,k) ’
[}
wahrend
. dz
v "f @k
0
war, und man erhalt
w -l- w' = 2K,

Nimmt man das Integral fdw langs einer geschlossenen Linie,
welche alle vier Verzweigungspuncte umgiebt, so verliauft eine

solche ganz im ersten Blatte und bildet daher fiir sich allein eine
vollstandige Begrenzung. Demnach hat dies Integral den' Werth
Null. Verengert man diese Linie bis zur Hauptaxe, auf welcher
die vier Verzweigungspuncte liegen, so zerlegt sich das Integral
in folgende Theile (die Linie moge in der Richtung der -abneh-
menden Winkel durchlaufen werden):

1) Von —1 bis +1; 2) von <1 bis +,1c—; 3) von +‘ll? durchoo bis—-%
6) von +1 bis —1; 5) yon +Il? bis 41; 4) von —Ilc—durchoobis+71"
- Dabei ist die Quadratwurzel in 6) und 4) negativ zu nehmen,
weil bei diesen der Integrationsweg auf der rechten Seite der
Verzweigungsschnitte (— 1, 4 1) und (+117, ———]1‘) liegt, in allen

ibrigen positiv. Demnach heben sich 2) und 5) auf, und 1) und

3) werden verdoppelt. Da ferner
1 [}

dz *dz

1) =2 [ 505 3) =2J—4(z,k)

g 14
k
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ist, so erhalt man

fd(zk) +fd(z B

und daher
dz
f Ak K.
1
k
Hieraus folgt auch der Werth des Integrals zwischen den Grenzen 0
und oo, denn da dieses sich in die Theile 0---1, 171r —/lcoo

zerlegt, so erbalt man

dz ;- — i
fm—) K—il — K= 1K',

oder da man diesem Werthe den Periodicitaitsmodul 27K’ hinzu-

figen kann, auch
S @

dz cyp?
Jm=3k.

Innerhalb des Parallelogramms mit den Ecken 0, 4 X, 4 K 4+ 2ik”
und2iK” wird also z unendlich fir w = ik’ und w = 2 K + iK’".

Wir wollen auch hier nach Riemann die Beziehung zwischen
der doppelt periodischen Function und dem elliptischen Integral
in umgekehrter Weise, nimlich von der doppelt periodischen
Function ausgehend, betrachten. Sei ¢(w) eine einwerthige dop-
pelt periodische Function, also von der Eigenschaft, dass zugleich

9w+ 4) =) uwd pw + 4,) = p(w)
sei. Dann miissen die geraden Linien, welche die complexen
Grossen 4, und 4, darstellen, verschiedene Richtung haben.
Denn haben sie gleiche Richtung, so missen 4, und 4, nach
§ 2. 3) ein reelles Verhaltniss 'besitzen. Dieses kann entweder
rational oder irrational sein. Ist es rational, so sind 4, und 4,
commensurabel und daher Vielfache einer und derselben Grosse
B. Man kann also selzen
Ay =mB A4, = nB,

wo m und n zwei ganze Zahlen bedeuten, die relative Primzahlen
zu einander sind, und hat dann

" pm)=g(w + mB)=g(w + nB).

Durége, Funet, compl, Var, 13
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Da es nun in diesem Falle zwei ganze Zahlen « und b giebt,
fir welche
ma — nb =1,
und da ausserdem
@(w 4+ maB — nbB) = @ (w)
ist, so ist auch
pw + B)=9(w)
und daher ist die Function @(w) in diesem Falle einfach und
nicht doppelt periodisch. Haben aber 4, und 4, ein reelles
irrationales Verhiltniss, sodass sie incommensurabel sind, so
giebt es stets zwei ganze Zahlen m und n, fir welche
mA, + nd,
kleiner als eine noch so klein angenommene Grosse wird. Da
nun auch
@(w + md;, + nd,)) = @(w)

ist, so behalt jetzt die Function ¢ (w) bei beliebig kleinen Aende-
rungen der Variablen denselben Werth und ist daher eine Con-
stante. Demnach muss bei einer doppelt periodischen Function
das Verhéltniss der beiden Periodicititsmoduln imaginir sein, also
miissen die Geraden 4, und 4, verschiedene Richtung haben. Dann
aber kann man die Ebene der w durch zwei Schaaren paralleler
Linien in Parallelogrammertheilen, sodass g(w) auf je zwei Parallelen
dieselben Werthe erhilt; sie nimmt dann ferner in jedem Paral-
lelogramm ihre simmtlichen Werthe an und hat in je zwei
entsprechenden Puncten verschicdener Parallelogramme gleiche
Werthe.

Da nun die einwerthige Function ¢ (w) fir irgend einen
Werth von » unendlich gross werden muss (§ 28), so muss sie
in jedem Parallelogramm unendlich gross werden. Ileben wir

. daher irgend ein Parallelogramm herans (Fig. 60), und seien

r, r, r”, etc. die Puncte desselben, in welchen @ (w) unendlich
gross wird. Bildet man das Integral

S ot aw.

langs der Bégrenznng des Parallelogramms genommen, so ist
dasselbe (nach § 19) gleich der Summe der Integrale um die
Unstetigkeitspuncte r, r’, r”, etc. Wird also ¢ (w) in diesen
Puncten unendlich, wie resp.
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’ ”

c c [
o + -, w—r'+.“’—w‘:;'_n+'“’ etc.,
so ist
f(p (w)dw=2mi(c+c +c" 4+ ).
Nun hat aber @ (w) auf der Seite Fig. 60.
CE dieselben Werthe wie auf DF E -

und auf CD dieselben wie auf EF, ' -
und beim Durchlaufen der Be-
grenzung des Parallelogramms wer- @ @
den die parallelen Seiten in ent- ,
gegengesetzter Richtung durchlau- c v/

fen; die Integrale lings dieser Seiten heben sich daher auf, und

es ist
f @ (w) dw = 0.
Folglich ist auch

c +C' +cl’ + oo =0.

Hieraus geht hervor, dass @ (w) in jedem Parallelogramm mehr
als einmal unendlich werden muss, und zwar mindestens entweder

zwei Mal von der ersten Ordnung oder einmal von der zweiten
" Ordnung. Bezeichnet im Allgemeinen n die Anzahl, wie oft @(w)
in' jedem Parallelogramm unendlich gross wird, so kann zunichst
gezeigt werden, dass ¢ (w) auch jeden Werth % innerhalb eines
Parallelogramms n Mal annehmen muss. Dazu betrachten wir
das Integral '

@’ (1) dw
fd log (g () — A) oderfm.
ausgedehnt auf die Begrenzung des Parallelogramms. Auch die-
ses hat den Werth Null, weil sowohl ¢ (w) — & als auch ¢’(w)
auf den gegeniiberliegenden Seiten gleiche Werthe haben. -An-
drerseits aber ist dieses Integral auch gleich der Summe der In-
tegrale, um die Puncte, fir welche ¢’ (w) unendlich gross wird,
und um die, in welchen @ (w) — & verschwindet. Die ersteren
sind dieselben wie die, fir welche @ (w) oder @ (w) — A unend-
lich wird (§ 29). Ist pun im Alligemeinen o ein Punct, for wel-
chen ¢ (w) — & entweder unendlich klein oder unendlich gross
wird, und zwar von der pten Ordnung (p positiv beim unendlich
klein Werden), so kann man setzen (§ 34)
Pw) — h=(w — o) ¥ (),
13+
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wo P (w) fir w = e weder Null noch unendllch ist, und erhalt

P () dw
Jdlog —n=p (2 +f e

= 2mi p.
Auf das ganze Parallelogramm ausgedehnt ist also

fd log (w(w) — h) = 2mi Zp,

und daher

Zp=0.
Nun wird @(w) — k, wie @ (w), n Mal unendlich gross; bezeich-
net man mit 7 die Anzahl, wie oft es verschwindet, so ist

Zp=m —n=0,

und daher

m=n.
Da also (@ (w) — &) n Mal verschwinden muss, so wird ¢ (:0) auch
n Mal = h.

Wir betrachten nun im Folgenden nur den einfachsten Fall,
wo ¢ (w) in jedem Parallelogramm zwei Mal unendlich gross
wird, also auch jeden Werth zwei Mal annimmt, und setzen zu-
erst voraus, ¢@(w) werde in zwei Puncten r und s unendlich
gross von der ersten Ordnung. Dann kann man setzen, @ (w)
mit z bezeichnet,

r=gw)= =

(w),
und weil

c+c =0
sein muss,

(39) =)= — g ),

wo c¢ eine gegebene Constante bezeichne, und ¥ (w) eine Func-
tion, die in dem betrachteten Parallelogramm nicht mehr, also
nur noch in den anderen Parallelogrammen, namlich in den
Puncten r + md, + nd,; s + md, + nd, (fiv m und 2 alle po-
sitiven und negativen ganzen Zahlen gesetzt) unendlich wird. Wir
suchen nun zuerst die Beziehung zwischen den beiden Werthen
w auf, fur welche @(w) gleiche Werthe erhialt. Zu dem Ende sei
v—=r 4+ s —w.
Setzt man in (39) v statt %, so ist

P () == — = + %)
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Da man aber
v—r=—— (w—S5s)
: V—s=—(w—r)
hat, so folgt
PO)=—s o+ Y0

w—3s w—7r
und daher ’
@ w) — ) =¢w) — P )
Diese Differenz bleibt also in dem ersten Parallelogramme end-
lich. Nun wird in einem anstossenden Parallelogramme ¢ (w)
unendlich gross in w==1r 4 4, und w=s5s + 4;; man kann
daher auch setzen

p(w) = + ¥y (),

wo jetzt ¥, (w) fir alle Puncte des zwelten Parallelogrammes
endlich bleibt. Fiihrt man nun
vw=r4+s+24 —w

¢
w—r—A4,; w—s—A

ein, so ist

Ww—s§s—d=— (v —r— 4,),
und daher hat man auch
(P (vl) = w—:‘_Al + w—:f—A, + ¢1 (vl)'

Demnach ist
P (w) — @(v,) = ¥, (w) — ¥, (v))

und bleibt innerhalb des zweiten Parallelogramms endlich. Da
aber », sich von v nur um das Doppelte des Periodicititsmoduls
A, unterscheidet, so ist

P) =0@), pw) — o) =9pw) —o@
‘und daher bleibt die Differenz

() — o) |

sowohl in dem ersten, als auch in dem zweiten Parallelogramm
endlich. Geht man auf diese Weise von Parallelogramm zu Pa-
rallelogramm fort, so zeigt sich, dass diese Differenz in keinem
Parallelogramme, also gar nicht unendlich wird und daher con-
stant sein muss. Um den Werth dieser Constanten zu ermitteln,

r+s

selze man w = —;—, dann wird

—rts __
v=—-=uw,

-
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und da die Function ¢ einwerthig ist, auch
PW) = @w).
Da also die Differenz ¢(w) — @(v) fiar einen Werth von w den
Werth Null hat, so hat sie diesen stets, und daher ist
@r + s — w) = p(w).
Demnach sind w und r 4 s — w die beiden zusammengehori-
gen Werthe, fir welche die Function ¢ (w) gleiche Werthe
erhalt.
Nun folgt aus (39) .
¥ ) =G =— o + ey + V0
also ist die Derivirte ¢’ (w), abgesehen von den Periodicititsmo-
duln, auch nur fiar w=—r und w=—s unendlich gross, aber von
der zweiten Ordnung. Sie wird daher in jedem Parallelogramme
vier Mal unendlich und nimmt also auch jeden Werth vier Mal
an. Sie ist ebenfalls eine einwerthigé Function von w; wichtig
aber ist es zu untersuchen, ob sie auch ecine einwerthige Func-
dz
dw
chenden Puncten verschiedener Parallelogramme, in denen 2z
gleiche Werthe hat, ebenfalls gleiche Werthe. Man hat also nur
die Puncte v und w desselben Parallelogramms zu betrachten.
Differentiirt man die Gleichung

tion von z ist. Nun erhdlt die Derivirte —— in je zwei entspre-

P (w) =@ ({)
nach w, so erhilt man, da
dv
. @ = 1
ist,
9 (W) =—9').

Demnach erhalt zwar z fir »-und w gleiche Werthe, z—; aber

entgegéngesetzte, also ist Z—; nicht eine einwei‘thige Function von

z, da es fir denselben Werth von z zwei verschiedene Werthe
annehmen kann. Da aber diese gleich und entgegengesetzt sind,

2
so folgt, dass (Z—Z—w) eine einwerthige Function von z isl. Nun
. d: . s 1.
wird ;l—f; nur da unendlich, wo auch z unendlich ist, und zwar
von der zweiten Ordnung, wo z von der ersten Ordnung unend-

2 -
lich ist; demmnach wird (%) an derselben Stelle von der vierten
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Ordnung unendlich; -also ist (Z—;) eine einwerthige Function von

z, welche nur fir z=o0c und hier von der vierten Ordnung
unendlich wird, und folglich eine ganze Function vierten Grades
von z. Eine solche wird auch 4 Mal Null. Bezeichnet man die
Werthe von z, fiir welche dies geschieht, mit «, 8, y, 0, und
mit C eine Constante, so ist

(E)=ce—ae—pEe—ne—a (40)

und hieraus folgt

R

VE¢e—a) z—p) a—y) z—9)
Eine doppelt periodische Function, welche in jedem Parallelo-
gramm zwei Mal von der ersten Ordnung unendlich wird, ist da-
ler die inverse Function eines elliptischen Integrals. Die Con-
stante € kann durch ¢ ausgedriickt werden. Denn da nach (40)

. (dz )
¢ = | lim %%
2e=00

ist, so erhalt man

o= [ [~wr * (w_”m + ¥ ] J

lim

w i r w— (w)] w=r

[ c + c(w 6),) + (w—r)2 w'(w):r

= lim
c(w—r 4
[c — 2= + (w—1) p ()]
a1

und dadurch wird

— j cdz
Vie—a)iz —B) z—7y) (z—9)
Dieses Integral gestattet eine ganz adhnliche Behandlung wie das

frithere
Z
fV =2 (1 -2’

indem hier an Stelle von + 1, — 1, + % — ,lc— die vier Ver-

zweigungspuncte «, B, p, 0 treten; es kann auch durch eine
Transformation in das letztere ibergefahrt werden,
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Wir gehn nun zu dem Falle iber, wo die Function ¢(w)
nur in einem Puncte w —r und hier von der zweiten Ordnung
unendlich wird. In diesem Falle muss man setzen

z=¢ W) =15+ P@®):

denn das in (w —r)—! multiplicirte Glied muss fehlen, damit
f @ (w) dw ausgedehnt auf die Begrenzung des Parallelogramms
gleich Null werde. Man schliesst hier ebenso wie oben, indem
man s=r setzt, dass

P 2r — w) = @ (w)

(w— r)

und daher

¢ (2r — w) = — ¢'(w)
ist. Daher ist Zz—w nicht, wohl aber wieder (%)2 eine einwer-
thige Function von z; nun ist

do =G + V0,

also wird % nur da unendlich, und zwar von der 3ten Ordnung,
wo 2z von der zweiten Ordnung unendlich ist. In Beziehung auf

z ist also g—f; fair z=oc von der Ordpung 3 unendlich, und

folglich (%)2 von der dritten Ordnung.‘ Demnach hat man in

diesem Falle

() =Cl—e) =B .

( [ o+ ¥ ) ]
((w_,). + ¢(w))3

Darin ist

o=l

w=r
T — 2¢ 4 (w—7) P’ (w))? 4
= lim gc-l—(w—r)’lp(w)i* V= c‘ =3
mil,hip
=20 e—p) —r) .

und
. w= % Vc—. dz
Ve—a) =) z—7)
welches ebenfalls ein elliptisches Integral ist.

— -
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Hiermit brechen wir diese Betrachtungen ab, da es nicht
in der Absicht dieses Buches liegt, niher auf die Untersuchung
der periodischen Functionen einzugehen, sondern die behandelten
Falle nur als Beispiele zur Erliuterung der allgemeinen Betrach-
tungen angesehen werden sollen. In Betreff der eigenthiimlichen
Natur, welche denjenigen Functionen innewohnt, die mehr als
zwei Periodicititsmoduln besitzen, mége auf die schéne und licht-
voll geschriebene Abhandlung von Prym: Theoria nova func-
tionum ultraellipticarum (Inaug. Diss.) Berlin 1863 ver-
wiesen werden, :

Elfter Abschnitt.

Bestimmung einer Function durch Grenz- und
Unstetigkeitsbedingungen.

§ 53.

Wenn man als Definition einer Function einen Ausdruck zu
Grunde legt, so ist dadurch ihr Werth fiir jeden Werth der Va-
riablen gegeben. Wir haben aber schon frither (§ 25) gesehen,
dass es zur Bestimmung einer Function einer complexen
Verdnderlichen innerhalb eines gewissen Gebietes nicht noth-
wendig ist, dass ihr Werth fir jeden Werth der Variablen in
diesem Gebiete gegehen sei, sondern dass schon ein geringerer
Theil von Bestimmungsstiicken hinreicht, von denen die ibrigen
daonn eine Folge sind. Riemann hat nun gezeigt, dass man mit
Bestimmtheit angeben kann, welches die zur Bestimmung einer
Function nothwendigen und hinreichenden Stiicke sind, und da-
durch den Weg eroffuet, bestimmte Functionen auch ohne Zu-
grundelegung eines Ausdrucks fiir dieselben zu wuntersuchen.
Hierauf soll in diesem Abschnitte noch etwas niher eingegangen
werden.

Es ist § 5 gezeigt worden, dass wenn

w=u-iv



202 Abschn. XI. Bestimm. e. Funct. durch Bedingungen. § 53.

eine Function einer complexen Variablen
z=x +iy
sein soll, die reellen Theile ¥ und v den partiellen Differential-
gleichungen
o0%u otu 2y
Py + 551—’ =90, g—xi + g—:;% =0

geniigen miissen, oder auch, dass

w_ w__

ox oy’ oy = Ox
sein muss. Wir wollen nun, um mit dem -einfachsten Falle za
beginnen, annehmen, die Function % sei innerhalb einer einfach
zusammenhingenden Flache 7' aberall endlich und stetig, und
dann zeigen, dass sie in derselben bis auf eine additive Constante
vollstindig bestimmt ist, sobald ilir reeller Theil # auf der Be-
grenzung von I gegeben ist, d. h. wenn die Werthe von u in
allen Punctlen dieser Begrenzung auf beliebige Weise gewihlt sind,
wobei wir jedoch voraussetzen wollen, dass sich %, weun es nicht
lings der ganzen Begrenzung constant ist, von einem Puncte der-
selben zum andern stetig andert.

Wir betrachten dazu das Flichenintegral

2 2
52(«)=ff[ =Y + G dwan,

ausgedehnt auf die Fliche 7. Wenn darin o eine reelle aberall
in T endlich bleibende Function von x und y ist, so hat auch
& (@) einen endlichen Werth, und zwar einen positiven, da sammt-
liche Elemente des Integrals positiv sind. Unter allen diesen po-
sitiven Werthen, welche & (o) fiir verschiedene Functionen e an-
nimmt, muss es einen geben, welcher der kleinste ist. Setzt
man nun an Stelle von « nur Functionen %, welche an der
Grenze von T gegebene Werthe haben, so wollen wir zeigen,
dass unter diesen diejenige dem Integral & (¥) den kleinsten
Werth zuertheilt, welche der partiellen Differentialgleichung

Fu_ 2
s Toi=0

(41)

genigt. Um dies zu beweisen, bezeichnen wir mit ¢ eine be-
liebige reelle in 7 endlich bleibende Function von x und y, und
mit % eine unendlich kleine Constante, und untersuchen, unter
welcher Bedingung stets

w4+ he) > L(w) .
jst, wahrend ¢ an der Grenze, wo u gegebene Werthe hat, also
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einen Zuwachs % ¢ nicht erleiden darf, verschwindet. Man
hat nun

Q(u+hg)—J‘/.[(a(1‘+ha)) + (3(u+h¢))] dwdy

=fj ) + (Z“) dxdy + 2hj gig;+g;g" dzdy
+ h’j ] dzdy

oder '/

sz(u+ha)= ) +2h./J [g; 2 +g; g"] dzdy + 1? Q(0). (42)

Demnach ist die Bedingung dafir, dass fir alle Functionen ¢
und fiir jedes positive oder negative %
Qw4+ ko) > 2(u)

sei, die folgende

Ouds , Ou Od

[&; T+ a,] dxdy = 0. (43)
Auf dieses Flachenintegral konnen nun Betrachtungen ahnlicher
Art, wie die § 17 angestellten, angewendet werden. Durch theil-
weise Integration erhidlt man namlich

ou 0

f a:aiddy o‘——dy——'/fa,dxdy
ou 0

f a; a;d dy = d—dx ﬂ S dxdy,

worin die einfachen Integrale snch auf die Begrenzung von T
beziehen. Nimmt man aber an, dass diese in positiver Richtung
durchlaufen wird, so hat. man, wie § 17 erortert worden ist,
dem Integrale

ou

d—a—dx

das entgegengesetzte Zeichen zu geben. Demnach geht die Glei-
chung (43) in folgende

_f (Z“dw——a;dy)"/j o (24 %’;)dxdy:o (44)

iber. Hierin verschwindet das Linienintegral von selbst, weil es
sich nur auf die Begrenzung von 7' bezieht, und hier ¢ gleich
Null ist. Also muss das Flichenintegral verschwinden, und damit
dies fir jede Function ¢ oeschehe muss

o' —

Ot + 3,1/’ 0
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sein. Demnach ertheilt unter allen Functionen u, welche an der
Grenze von T gegebene Werthe annehmen und im Innern von
T endlich bleiben, diejenige dem Integral L (v) den kleinsten

Werth, welche der partiellen Differentialgleichung g;: + g—;': ==

genigt. Man kaon nun aber auch zeigen, dass es nur eine
solche Function » geben kann; denn ware » 4+ & eine zweite,
welche ebenfalls jener partiellen Differentialgleichung genigt,
welche ferner an der Grenze von 7' auch die gegebenen Werthe
annimmt, sodass an der Grenze & = ( ist, und fiir welche £
ebenfalls ein Minimum wird, so wirde man der Gleichung (42)
gemass, indem & an die Stelle von Ac tritt, haben
Qu+0) =80+ Q@)
da die Gleichung (43) oder (44) durch die gegebenen Bedingungen
in Erfillung geht. Aus dieser Gleichung folgt aber, dass £ (9)
verschwinden muss, sodass das Integral £ (x) nur einen Mini-
malwerth haben kann. Denn zuerst ist jedenfalls & (x4 @) nicht
kleiner als & (u), da & (8#) nicht negativ sein kann; ware aber
L (u 4 9) grosser als L (), und daher & (&) nicht Null, so
wiirde man auch die Gleichung
Q u+ hd) =8 () + 1?29
aufstellen kounen, und dann wirde fiir positive oder negative
Werthe von %, die numerisch < 1 sind,
Qu+hd) < Q@u+d),
und daher £ (¥ + @) nicht ein Minimalwerth sein. Demnach
muss £ (#) verschwinden und & (x ++ 9) = Q (u) sein. Das
Integral 2 (u) hat also nur ein Minimum; und dieses wird auch
nur fir eine Function » erreicht, denn da alle Elemente von
£ (#) positiv sind, so kann dieses nicht anders verschwinden,

als wenn
08\2 09\
(=) + G)="0
d. h.
08 _ 28 _
5;_——0 lll'ld ay =0

ist. Daraus folgt, dass & eine Constante ist, und da sie an der
Grenze den Werth Null hat, so ist sie @berall Null. Demnach
hat & (¥) pur ein Minimum und erreicht dasselbe auch nur fir
eine Function # von der obigen Beschaffenheit. Nun muss aber
dieses Integral, da es nur positive Werthe annehmen kann, noth-
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wendig fir eine Function » den kleinstmoglichen Werth erhalten,
und daher existirt auch immer eine und nur eine Function u
von der obigen Beschaffenheit. Wir haben damit folgenden Satz
gewonnen: Es giebt stets eine und nur eine reelle
Function » von xtund y, welche an der Begrenzung
einer einfach zusammenhingenden Flache T gege-
bene, entweder constante, oder stetig liangs der-
selben sich indernde Werthe hat, im Innern von
T uberall stetig ist und der Differentialgleichung
o ot -

Py + e 0 genugt.

Soll nun # der reelle Theil der Function w = u 4 é von
z=ua 4 #y sein, so muss er dieser Differentialgleichung geni-
gen, und ist daher im Innern einer einfach zusammenhingenden
Flache 7 vollkommen bestimmt, sobald er an der Begrenzung
von 7' gegeben ist. Dadurch ist dann aber v ebenfalls bestimmt,
denn das vollstindige Differential dv ist

_ ov
dv—%dx+ aydy, -
oder wenn man die Gleichungen (41) anwendet,!
_ ou ou
also durch % allein ausgedriickt. Das Integral dieses vollstandi-

gen Differentials )
Z Y
= [Cesto)
Zos Yo
von einem beliebigen festen Puncte (x,, y,) ausgehend und auf
irgend einem in 7 verlaufenden Integrationswege bis zu einem
verdnderlichen Puncte (x, y) genommen, hat in diesem einen von
dem Integrationswege unabhangigen Werth (§ 18); und daher ist
auch v vollkommen bestimmt, sobald ihr Werth fir den beliebig
in T zu wahlenden Punct (z,, y,) gegeben ist. Dieser Werth
mit ¢ multiplicirt bildet eine rein imaginire Constante, und
folglich ist eine Function w=—1wu 4 @ einer complexen
Variablen, die in einer einfach zusamenhingenden
Fliche 7 endlich und stetig bleiben soll, in dersel-
ben bis auf eine additive rein imaginiare Constante
bestimmt, wenn ihr reeller Theil » lings der Begren-
zung von 7 gegeben ist; die Constante ist ebenfalls
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bestimmt, wenn der Werth des imaginiaren Theils ¢»
von w fir irgend einen Punct der Flache 7 gege-
ben ist.

In dem besonderen Falle, dass u lings der Begrenzung von
T constant ist, kann leicht gezeigt werden, dass auch w- inner-
halb 7 constant sein muss. Denn die partielle Differential-
gleichung

% <+ 3’7': =0
hat jedenfalls die Losung
u = Const.,

und giebt man der Constanten den Werth, den » an der Grenze
haben soll, so geniigt diese Lésung auch der Grenzbedingung.
Damit ist » bestimmt, da bewiesen worden ist, dass jene Diffe-
rentialgleichung nur eine einzige Losung besitzt, welche zugleich
der Grenzbedingung geniigt. Wenn aber u constant ist, so sind
g:-:— und % beide gleich Null, und daher ist (nach 45) auch v
constant. Demnach ergiebt sich: Ist der reelle Theil u von
w an der Begrenzung einer einfach zusammenhin-
genden Flache 7 constant, und soll w in T endlich
und stetig bleiben, so hat auch w inder ganzen Flache
T einen constanten Werth. _

Ist die Fliche 7 im Unendlichen geschlossen, und daher
nur durch einen Punct begrenzt, so ist auch » nur far diesen
Punct gegeben. Die Bedingung, dass auch v in einem Puncte
bekannt sei, vereinigt sich dann mit der vorigen dahin, dass w
selbst in einem Puncte gegeben ist. In diesem Falle wird aber
der Differentialgleichung ebenfalls nur durch eine Constante ge-
niigt, welche den im Begrenzungspuncte gegebenen Werth von u
hat, und daher ist w eine Constante. Wir gelangen also in Ueber-
einstimmung mit § 28 zu dem Resultat, dass eine in einer ins
Unendliche gehenden einfach zusammenhingenden Fliche dberall
endlich und stetig bleibende Fuoction eine Constante sein muss.

§ 54.

Wir gehen nun dazu aber, anzunehmen, dass die zu bestim-
mende Function innerbalb der einfach zusammenhingenden Fliche
T auch unendlich werden darf. Dann lasst sich das Princip,
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auf welches sich die Betrachtung des vorigen § stiitzt, nicht ohne
Weiteres anwenden, weil in diesem Falle das Integral

JITE) + (&) Joso

unendlich gross wird: Ist namhch f(z) = w =u + iv fir einen
Punct z = a im Innern der Fliche 7, auf welche sich das Inte-
gral bezieht, unendlich gross, so ist es auch die Derivirte
ey Ow __ Ou ov __ ou . Ou
M =g =g tigg=m iz

und daher muss

(z—a)f'(2)
fuar z = a von Null verschieden sein. Setzt man nun
Z—Q=reé q}
so muss also
llp Ou i@-‘
(3.70 By)

fir » =0 von Null verschieden sein; demnach auch der Modul
dieser Grosse, so wie dessen Quadrat. Also ist

af (O\? ou\?\ __

() @)=y
nicht gleich Null. Fihrt man nun » und ¢ in dem obigen Inte-
gral ein, so ist das Flichenelement =— rdr dg, und daher das

Integral gleich
? Ndrdg
S

und dieses wird unendlich fir » = 0, weil ¥ fir »r = 0 von
Null verschieden ist.

Aus diesem Grunde kann man in diesem Falle das vorige
Integral nicht benulzen. Riemann betrachtet statt dessen das
folgende:

o [ (=2 + (5 + 2o

ausgedelnt auf die ganze Flachc T. Dieses hat den Werth Null,
wenn « und f8 dic reellen Theile einer Function a 4 if der
complexen Variablen x + éy oder z bedeuten, denn fir eine
solche ist aberall
de 0 oo
=y wmil o= —2
Aus demselben Grunde bleibt aber, wenn 1rgend -eine reelle

(46)
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Function # von x und y an Stelle von « gesetzt wird, das Inte-
gral &(u) endlich, sobald » nur solche Unstetigkeiten annimmt,
wie der reelle Theil a einer Function @ 4+ i von = + dy.
Denn bedeutet g eine reelle Function von x und y, welche nebst
ihren Differentialquotienten innerhalb 7' endlich und stetig bleibt,
und setzt man
u=ea+u,

so wird # nur so unstetig wie a; wegen der Gleichungen (46)
aber ist

du _ 0B __om
ox 0Oy ox
ou , OB __op
oy Too— oy

und daher bleiben diese Grossen auch an den Unstetigkeitsstellen
endlich. Demnach ist dann das Integral £ (u) endlich und kann
seiner Natur nach nur positive Werthe annehmen. Fir irgend
eine Function u muss es also den kleinsten Werth erhalten.
Wenn nun fir « solche Functionen von der obigen Beschaffen-
heit gesetzt werden, welche an der Grenze gegebene Werthe
annehmerr, so kann wieder gezeigt werden, dass L(w) fir die-
jenige unter diesen am kleinsten wird, welche der partiellen

Dlﬂerennalglelchung 5 - + ay* = (0 genigt. Um dies zu bewei-

sen, verfihrt man wie in § 53. Man giebt der Function u einen
unendlich kleinen Zuwachs A6, indem 7% eine unendlich kleine
Constante, und ¢ eine Function von x und y bedeutet, die inner-
halb 7 endlich und stetig bleibt und an der Begrenzung ver-
schwindet; hierauf sucht man die Bedingung, unter welcher fir
jede solche Function ¢ und jedes positive oder negative &
L (u+ he) > £ (u)
ist. Man erhalt

D (u + ho) f 3(u+lw) 3{3 4 <a(u-|-lw) + 3ﬂ ] dwdy

Oy
- JTIE -2+ G
+2hff __g—g 37‘;+< +g£)g;]dxdy
+ »? '/ '/ ( )]dxdy,

oder
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Q(u+ho) = Q(u) + 20 f f 3")ax + 3y “ 2 g;]dxdy

+h2ff 3" ]dxd

Hiernach ist die Bedingung dafur, dass .SZ( u) ein Minimum sei:

f f [ " aﬁ) ( + 5 g;]dxdy—o. 47)

und dann ist

Q(u +h6)= K (u) + 12 J f ]dxdy (48)

Transformirt man die Gleichung (47) durch thellwelse Integration
wie in § 53, so wird

_0B\ds o
'/:f ow oy )3 f __— d-'/ f] amz a0 )dxdy
Ou 8{3 de B
jj (ay +5e dyd wdy j (ay"'a )dx f f 3y’+ dxdy’

und hierin ist ebenfalls dem zweiten, dx enthaltenden Linien-
integrale das entgegengesetzte Zeichen zu geben, wenn es wie
das erste in positiver Begrenzungsrichtung genommen werden

soll. Da nun bei der Addition der vorigen Ausdriicke das Glied

g;gy sich forthebt, so geht die Gleichung (47) dber in

f [ gu gs dy— ay+aﬂ)d.z ff 3w’+3y') dxdy = 0..(49)

Hierin verschwindet das Linienintegral, weil ¢ an der Grenze Null

ist, und die Grossen g—z — g—s, z; + ﬂ dberall, auch an den
Unstetigkeitsstellen endlich bleiben. Damlt also diese Gleichung
fir jede Function ¢ erfallt werde, muss

o , 0%

ox® + Ly
sein. Man schliesst nun, wie im § 53, dass das Integral & (u)
nur ein Minimum haben, und dass es pur eine Function # geben
kann, welche -ihm diesen Minimalwerth ertheilt; denn wire u 4 &
eine zweite, welche denselben Bedingungen genigt, for welche
also @ an der Grenze Null ist, so folgt wie oben aus der
Gleichung (48), wenn man darin k¢ durch & ersetzt, dass das
Integral

Durige, Funct. compl, Var, 14
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J/ )]dxd

verschwinden, und hieraus, dasa & constant und iberall gleich Null
sein muss. Hiernach ist # vollstindig bestimmt, sobald es an der
Grenze von T gegeben ist und im Innern von 7 nur solche Un-
stetigkeiten annimmt, wie eine Function &, welche den reellen Theil
einer gegebenen Function & 4 i von x + #y bildet.

Alsdann kann auch » bis auf eine additive Constante be-
stimmt werden. Denn man hat wieder

ov ov
dv:a—x dx+@dy

oder

3u

dy= — — dx + 6u

. o Ou Ou - .
Ilier konnen nun zwar P und o unendlich gross werden; zieht

" man aber von dem vorigen Ausdrucke das vollstahdige Diffe-
rential

@“Wm+”
ab, so erhilt man
Ou
dv—f=— (3 + %) %=+ (5 —5) W

und dieses bleibt nach dem Fritheren auch an den Unstetigkeits-
stellen endlich. Man erhalt also

(50) ”——ﬁ-i-f a" af)dx+(g:—%s)dy]+k,

wo k& eine willkiirliche Constante bédeulet, und dann nimmt auch
v nur solche Unstetigkeiten an, wie B. Die Function v ist daher
ebenfalls bestimmt, sobald w =« +4 /v nur solche Unstetigkei-
ten annimmt, wie & 4 #8. Statt einer solchen Function kann
auch fir jede Unstetigkeitsstelle ecine Function von z 4 iy
gegeben sein, welche iibrigens endlich bleibt, aber an der betref-
fenden Unstetigkeitsstelle so unendlich wird, wie w es werden
soll. Die additive Constante 4 endlich kann bestimmt werden,
wenn der Werth von v fir irgend einen Punct der Fliche 7
gegeben ist. Wir erhalten hiernach das Resultat: Eine Func-
tion w = u 4 iv einer complexen Variabeln ist fir
eine einfach zusammenhingende Fliche 7 bestimmt,
wenn gegeben sind: 1) die Werthe von v au der Grenze
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von 7, 2) der Werth von » fiir irgend einen Punct von
7, 3) fir jeden Unstetigkeitspunct eine Function von
z 4 iy, welche dort ebenso unendlich wird, wie w
es werden soll

Ist die Flache 7 nur durch einen Punct begrenst,. und im
Unendlichen geschlossen, so reduciren sich die Bedingungen 1)
und 2) wieder darauf, dass w fiir irgend einen Punct gegeben ist.

§ 55.

Der vorige Salz enthalt zugleich einen anderen, namlich den,
dass man innerhalb einer einfach zusammenhingen-
den Flache T eine complexe Function m 4 én, welche
nicht zugleich eine Function von einer complexen
Veranderlichen z ist, durch Hinzufiigung einer ahn-
lichen complexen Function g 4 ¢v in eine Function
von 2z, und zwar nur auf eine Weise verwandeln kann,
wenn nur m < in, wo es unstetig wird, dort ebenso
unstetig ist, wie eine Function « + 8 giner com-
plexen Variabeln.

Denn unter dieser Bedingung bleiben die Grossen

om om
oz ~ 0Oy und oy + 3m
endlich, und dann ist auch das Integral

o = [f[(E5+ & +2)] e

ausgedehnt auf die Fliche 7, endlich. Bedeutet nun @ eine
reelle Function von x und y, die nebst ihren Differentialquotien-
ten innerhalb 7 endlich bleibt und an der Grenze von 7' Null
ist, und setzt man
u=m + W,

so wird # nur so unstetig wie m, und also auch nur so, wie «;
daher ist auch &(u) endlich, und setzt man alle mdglichen Func-
tionen u ¢in, die an der Grenze gleich m sind, so erhalt 82 (u)
fir diejenige den kleinsten Werth, welche der partiellen Differen-
tialgleichung

am’ + 3.:/ =0
geniigt. Diese kann daher den reellen Theil einer Funcnon der

complexen Variablen bilden. Man hat also g so zu bestimmen,
14*




(51)
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dass u=m + p dieser partiellen Differentialgleichung genagt,
an der Grenze von 7' gleich m ist, und im Innern von 7' nur
so unstetig wird wie «. Wir wissen, dass dies stets und nur
auf eine Weise maglich ist.

Nun sind aber auch die Grossen
Ou Ou
L Ao
iberall endlich; sctzt man daher in der Gleichung (50) 2 an

Stelle von B, und bildet

=t [T+ 2) o+ (-5 %)

so ist 7v der imaginire Theil ciner Function # 4 ¢» der com-
plexen Variablen z, da

av __on ou on ou
T oy o= T Wy
und
ov __ __On__ O ¢
8y 83/ oz~ 0y ox

ist. Setzt man also
ou , oOn Ou
Tty @-pol-

m+int+p+iv=u+<4iv
in der That eine Function von z 4 iy.

Hierauf kann nun die Bestimmung einer Function w—=u + &
ebenfalls gegriindet werden. Die Wahl der Werthe einer Func-
tion m + in, die nicht zugleich Function der complexen Variablen
z ist, unterliegt namlich gar keiner Beschrinkung, eben so wenig
wie dies bei einer reell bleibenden Function einer reellen Va-
riablen der Fall ist. Denkt man alle diejenigen Puncte, in denen
w unstetig werden soll, mit kleinen Kreisen umgeben, und nimmt
die Werthe der Function m 4 # so an, dass sie innerhald und
auf der Peripherie der kleinen Kreise gegebenen Functionen
o 4+ iff von z gleich wird, ausserhalb aber sich iberall stetig
andert und endlich bleibt, so ist der auf die kleinen Kreise
bezigliche Theil des Integrals £ (m) gleich Null, und der auf
den iibrigen Theil von 7 sich erstreckende bleibt endlich; daher
kann m 4 ¢n durch Hinzufiigung von g 4 ¢» in eine Function
w von z verwandelt werden, und da diese Verwandlung nur auf

so wird
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eine Weise geschehen kann, so ist w bis" auf eine additive Con-
stante vollstindig bestimmt. Diese Constante, welche in dem
Integral v (51) enthalten ist, kann auch als untere Grenze des-
selben gedacht werden und ist bestimmt, wenn w» fir irgend
einen Punct gegeben ist; dann aber hat das Integral » innerhalb
der einfach zusammenhingenden Fliche 7' einen von dem Inte-
grationswege unabhangigen Werth.

$ 56.

Die vorigen Betrachtungen lassen sich unter einigen Modifi-
cationen auch auf den Fall anwenden, dass die Fliche 7 mehr-
fach zusammenhangend und dann durch Querschnitte in eine ein-
fach zusammenhangende 7’ verwandelt ist. Wir bezichen hier
die Grenzhedingungen auf die Begrenzung der einfach zusammen-
hingenden Fliche 7°. Es bleibt dann alles wie vorhin, nur
unterliegt die Walil des recllen Theils « an dieser Grenze, welche
aus der Begrenzung von 7 und den zweimal in entgegengesctz-
ten Richtungen durchlaufenen Querschnitten hesteht, gewissen
Beschrankungen. Sollen namlich in diesem Falle die Werthe der
Function w zu beiden Seiten eines Querschnitts sich nur um den
constanten Periodicititsmodul unterscheiden, so miissen auch die
Werthe von # zu beiden Seiten des Querschnitts nur um eine
constante Grosse von einander verschieden sein. Nun aber ist
der Periodicititsmodul gleich dem Integral

dw=fdu+z’fdv,

ausgedehnt auf eine geschlossene Linie, welche von der einen
Seite des Querschnittes auf die andere fihrt; also ist fdu der
reelle Theil des Periodicititsmoduls. Um diese Grosse miissen
die Werthe von u zu beiden Seiten des Querschnittes verschie-
den sein. Ist die Flache 7 eine hegrenzte, und sind die Werthe
von » an den Begrenzungstheilen von 7' gegeben, so sind damit
anch die reellen Theile der Periodicititsmoduln gegében, weil
die auf diese Begrenzungstheile ausgedehnten Integrale fdu ent-
weder selbst die reellen Theile der Periodicititsmoduln sind, oder
durch lineare Gleichungen mit diesen zusammenhangen. Man kann:
aber auch in den Gleichungen, durch welche die Werthe von u
an der Grenze von 7 bestimmt werden, willkirliche Constanten
einfithren und diese dann so bestimmen, dass die r&ellen Theile
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der Periodicititsmoduli gegebene Werthe erhalien. Die imagina-
ren Theile der letzteren sind dann ebenfalls bestimmt, denn da,

wie oben
— ou
dy = — ay dx + Py dy s
ist, so ist der imaginire Theil des Periodicititsmoduls fir einen
Querschnitt gleich dem Integrale

if(-—-gg dx+g—: dy).

ausgedehnt auf eine geschlossene Linie, die von der einen Seite
des Querschnitts auf die andere fithrt; er ist also mit « zugleich
bestimmt. Ist die Fliche T unbegrenzt und durch Querschnitte
in die einfach zusammenhangende 7” verwandelt worden, so sind
die Werthe von # an der Begrenzung von 7', d. h. also hier
an den Querschnitten nur der Beschrinkung zu unterwerfen, dass
sie an je einem Querschnitte entlang von einem Knoten des
Schnittnetzes bis zum nachsten, zu beiden Seiten gleiche Aénde-
rungen erleiden. Diese Bedingungen, welchen die Werthe von
an der Begrenzung der einfach zusammenhingenden Flache 7"
geniigen missen, sind z. B. erfillt, wenn u langs der ganzen
Begrenzung den Werth Null haben soll.

§ 57.

Von den vorigen Betrachtungen hat Riemann eine wichtige
Anwendung auf die Aufgabe gemacht, eine beliebig gegebene
einfach zusammenhingende Fliche 7 vermittelst einer Function
w durch einen Kreis S, der in der w-Fliche mit dem Radius 1
um den Nullpunct beschrieben wird, so abzubilden, dass mit Aus-
nahme der Verzweigungspuncte in 7, das Bild dem Abgebildeten
in den unendlich kleinen Theilen ahnlich ist. Diese' Aufgabe
kommt darauf zuriick, dass eine Function % von z so bestimmt
werde, dass wenn z die Begrenzung einer beliebig gegebenen
einfach zusammenhingenden Flache 7 durchliuft, w die Peri-
pherie jenes Kreises S beschreibt, und dass jedem Puncte der
z-Flache nur ein Punct der w-Fliche entspreche und umge-
kehrt. Es soll gezeigt werden, dass es immer maoglich ist, eine
Function « diesen Bedingungen gemiss zu bestimmen.

Setzt man

w==ge ,
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so miissen den Puncten z der Begrenzung von 7' solche Werthe
von w entsprechen, fir welche ¢ =1 ist, Nun ist
log w = log ¢ + i,
und daher an der Grenze log ¢ = 0. Setzt man also
log w=u+ i,
und bestimmt zunichst log w, so muss « der Bedingung genii-
gen, dass es an der Grenze iiberall den Werth Null hat. Bezeich-
net man jetzt mit @ den Punct z in 7, welchem der Mittelpunct
w = 0 des Kreises S entspricht, so wird also w = ( fir z =a,
und wir nchmen zuerst an, dass @ kein Verzweigungspunct sei.
Da nun jedem Puncte z der Fliche 7 nur ein Punct w der
Kreisfliche S entsprechen soll und umgekehrt, so wird % nur
ein Mal Null fir 2= @, und daher kann man setzen (§ 34)
w=(z — a) $(2),
wo ¥(z) fur z == @ weder Null noch unendlich ist. Dann hat man
log w =log (z—a) + log ¥ (2), .

und folglich muss log w so unstetig werden, wie log (z—a).
Setzt man g

z—a=re® , log (z—a)=log r + ig,
so besteht dies Unstetigwerden darin, dass erstens log r, der
reelle Theil von log (z — a),' fir » =0 oder z=a negativ un-
endlich wird, und zweitens, dass i@, der imaginire Theil von -
log (z — a), beim Ueberschreiten (von der Rechten zur Linken)
einer beliebigen in 7' von a aus gezogenen Linie / plétzlich einen
um — 2mi grosseren Werth annimmt. Denselben Unstetigkeiten
muss also auch log w = u + # unterliegen, d. h. « muss far
z=a oder w==0 negaliv unendlich werden, und » beim Ueber-
schreiten desjenigen Radius in S, welcher der Linie / in 7 ent-
spricht, sich plotzlich um 2= andern, und zwar um 27z kleiner
werden, wenn der vom Mittelpuncte aus gesehene Radius von der
Rechten zur Linken iiberschritten wird. Man beschreibe nun in
‘T um den Punct a einen beliebig kleinen Kreis ® und wihle
die Werthe einer Function m 4 in von x und y so, dass diese
innerhalb und auf der Peripherie des Kreises @ gleich log (z —a)
sei, ferner beim Ueberschreiten der Linie / sich plotzlich um 2w
andere, sonst aber innerhalb 7' iberall endlich und stetig sei,
sodann dass m auf der Grenze vop 7 den Werth Null habe.
Dann ist das Integral
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? m n\2 om on\e
JS1G =3+ G +5)] e
ausgedehnt auf den kleinen Kreis @, gleich Null, weil hier m 4 in
Function von z ist, und auf den dbrigen Theil von 7 er-
streckt, endlich; und daher kann 7 <+ in in eine Function u -+ v
von z verwandelt werden. Der reelle Theil u = m + g ist da-
bei so zu bestimmen, dass er der partiellen Differentialgleichung

% + g;—':= 0 geniigt, an der Grenze von 7' den Werth Null

bekommt und fir z=a negati& unendlich wird, wie der reelle
Theil von log (z—a). Dadurch ist er vollstindig bestimmt. Der
imagindre Theil #. ist sodann durch

v=n+f[—(a—: + dx+(37‘;—g—;) dy] + &
gegeben, worin 4 eine willkiirliche Constante bedeutet. Darin
bleibt das Integral berall endlich und stetig, und daher wird »
nur so unstetig, wie n, d. h. es andert sich plotzlich um 27,

wenn n eine solche Aenderung erleidet.
Ist auf diese Weise log w=—u < év bestimmt, so erhilt man

u=iv u
w=e + == e (cos v + ¢ sin v).
In der That ist jetzt an der Grenze u=—0, also e*=1, fir z—a
aber ¥ = — oo, also e*==(. Die¢ Unstetigkeiten von v werden

einflusslos, und daher #ndert sich w stetig innerhalb eines Gebiets

von Werthen, deren Modul é 1 ist. Da pun e* und v die Po-
lar-Coordinaten des Punctes w sind, so entspricht der Begren-
zung von 7 die Peripherie eines Kreises S, der mit einem Ra-
. dius =1 um den Punct = 0 heschrieben ist. Dieser Kreis,
sowie jeder andere, der einem constanten Werthe von # ange-
hort, wird nur einmal durchlanfen; denn beim Ueberschreiten
des Radius, welcher der Linie ! entspricht, wird v plétzlich um
27 kleiner, daher nimmt » nur die Werthe zwischen 0 und 2x
an, und zwar jeden auch nur einmal, da sonst v irgendwo einen
Maximal- oder Minimalwerth erreichen miisste, was nach § 24
nicht moglich ist. Ueber die in v enthaltene willkiirliche Con-
stante & kann man so verfiigen, dass ein bestimmter Punct der
Peripherie des Kreises S einem bestimmten Puncte der Begren-
~ zung von 7 entspricht. Der Punct @, welchem der Mittelpunct
des Kreises S entsprechen soll, kann ebenfalls beliebig, und da-
her auch immer so gewihlt werden, dass er auf keinen Verzwei-
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gungspunct der Fliche 7' fillt. Wollte man aber einen solchen
dazu nehmen, um welchen die Fliche T sich 2 Mal windet, so

1
wiirde man, indem man (z—a)% = § setzt, w als Function von
§ betrachten und den Mittelpunct des Kreises S dem Puncte {=0
entsprechen lassen. Daon wiirde also log w so unstetig werden

miissen, wie % log (z—a).

Da die Werthe von » an der Begrenzung der einfach zu-
sammenhingenden Fliche gleich Null sein missen, so kann diese
auch durch Ziehen von Querschnilten aus einer mehrfach zusam-
menhingenden entstanden sein, und auch dann kann die Func-

tion w so bestimmt werden, dass der Begrenzung dieser Flache
7" ein einfacher Kreis S entspricht.

Zwolfter Abschnitt.

Ueber die Bestimmung des Zusammenhangs einer
gegebenen Fliche.

§ 58.

Wir machen von dem vorigen Satze nun noch einige Anwen-
dungen und beschiftigen uns zuerst mit der Aufgabe, die An-
zahl der einfachen Verzweigungspuncte zu finden, welche in einer
ihrer Begrenzung nach gegebenen einfach zusammenhingenden
Fliche liegen. Dabei machen wir Gebrauch von der § 13 er-
wihnten Auffassungsweise, pach welcher man einen Windungs-
punct (m— 1)ter Ordnung betrachten kann als entstanden durch
das Zusammenfallen von m—1 einfachen Verzweigungspuncten.
Wenn daher die in einer gegebenen Flache enthaltenen Win-
dungspuncte resp. von den Ordnungen m'—1, m"—1, m” —1,
etc. sind, so bedeutet jener Auffassung gemass X(m—1) die An-
zahl der in der Flache enthaltenen einfachen Verzweigungspuncte.

Wir bezeichnen die gegebene einfach zusammenhingende
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Fliche der z mit 7 und nehmen dieselbe zuerst von endlicher
Ausdehnung an, sodass z nicht unendlich gross wird. Nach dem
Satze des vorigen § denken wir uns diese Flache mittelst einer
Function w durch eine Kreisfliche, die mit S bezeichnet werden
moge, abgebildet. Dann wird w ebenfalls nicht unendlich gross,
und da diese Fliche der w eine einfache aus einem Blatle be-
stehende Kreisfliche ist, so hat z, als Function von w betrachtet,
keine Verzweigungspuncte. Da nun weder z noch w unendlich

gross ist, so bleibt %’- und also auch % fir alle Puncte z, die

keine Verzweigungspuncte sind, endlich und von Null verschie-
den (§ 39). Ist ferner z=15 ein Windungspunct (m—1)ter
Ordnung, und w =w; der ihm entsprechende Punct der w-

Flacke, so ist (nach dem Satze (27) § 39) %2 unendlich gross,

und zwar so, dass

lim (w0 — w;)" " 2
endlich und von Null verschieden ist. Setzt man
(0 — w1
b dz — p(w)

so bedeutet 3(w) eine Function, welche fir w =— w, weder Null
noch unendlich gross ist. Hieraus folgt

dz m—1 ¥ (w) )

e = (w—wy)

und daher ist %, als Function von w betrachtet, fiir w-—=w, von
der (m—1)ten Ordnung unendlich klein (§ 34). Demnach kann
man auch sagen, % wird fir einen Punct z == b, in welchem
(m—1) einfache Verzweigungspuncte vereinigt sind, m-—1 Mal
Null. In allen ibrigen Puncten verschwindet % nicht, und daher

ist die Anzahl der einfachen Verzweigungspuncte in 7' gleich der
Anzahl der Wurzeln der Gleichung

dz

=0
Nun erstreckt die Flache T sich nicht ins Unendliche, daher

wird z nicht unendlich gross, und folglich wird, da die w-Flache

keine Verzweigungspuncte besitzt, auch j—: innerhalb 7' nicht un-

endlich gross. Da ferner aus demselben Grunde z eine einwer-
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thige Function von w ist, so konnen wir den Satz (22) des § 35

anwenden und die Anzahl der Puncte, in welchen To verschwin-

det, durch ein bestimmtes Integral ausdriicken. Bezeichnet nam-
lich g diese Anzahl, also auch die Anzahl der einfachen Verzwei-
gungspuncte, welche innerhalb 7 liegen, so ist nach jenem Satze

dz .
fd lOg Tw = 27[1g, (53)

das Integral in positiver Richtung auf die Begrenzung von T oder
von S ausgedehnt, je nachdem man z oder w als unabhingige
Variable ansieht. Dies Resultat folgt auch aus der Gleichung (52),
wenn man aufl diese das Verfahren des § 35 anwendet und be-

ricksichtigt, dass %f; innerhalb 7' endlich bleibt und uur in den

Verzweigungspuncten verschwindet.

Nun kann aber das obige Integral auch durch die Anzahl
der Umlédufe ausgedriickt werden, welche die Begrenzung von T
macht, welche Begrenzung, da 7' einfach zusammenhingend ist,
aus einem ununterbrochenen Zuge besteht (§ 48). Nimmt man
nimlich auf den Begrenzungen von 7' und S zwei feste einander
entsprechende Puncte z, und w, beliebig an und bezeichnet mit
s die Linge der Begrenzungslinie von 7, von dem festen Puncte
z, an bis zu einem variablen Puncte z dieser Begrenzung ge-
nommen, ebenso mit ¢ die Linge des entsprechenden Kreisbo-
gens der Begrenzung von S, so hingt die Lage eines Puncts z
der Begrenzung von 7 von der Linge s, diese von der Linge
des Kreisbogens ¢, und diese endlich von der Lage des entspre-
chenden Punctes w auf der Peripherie des Kreises S ab. Mit
anderen Worten: z kann als Function von s, s als Function von
¢, und ¢ als Function von w betrachtet werden. Demnach kann
man setzen

dx __dz ds do

T s do dw - (54)
oder
dz ds
dz _EE’E_
dw —  dw '’
do

folglich ist

(P dz d. d
log:l—'—l):logd—s + IOSEZ — logdi:
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und

dlogd fdlo"—+ dlogg—fdlog.zi:,
alle diese Integrale auf die Begrenzung von I oder von S aus-
gedehnt. Nun ist, um mit dem letzten Integrale anzufangen, do
die Linge des unendlich kleinen Kreisbogens, welcher in Bezie-
hung auf Lange und Richtung zugleich durch dw dargestellt wird,
d. h. do ist der Modul der complexen Grosse dw; setzt man

also
dw=da.e%,

so bedeutet @ den Winkel, welchen das Bogenelement do an
irgend einer Stelle mit der Hauptaxe bildet. Nun folgt

dlog—-—z']‘dq)

und darin bedeutet f dep die ganze Zunahme, welche der Winkel
¢ erfahrt, wahrend der Punct w die Peripherie des Kreises von
w, an bis wieder zu diesem Puncte zuriick durchlauft. Diese
Zunahme betragt 2z, und daher ist

d log Z—'~:= 2 wi.

Dieselbe Betrachtung findet Anwendung auf das erste Integral in
(55). Bei diesem ist ds der Modul von dz. Man kann daher
setzen
dz = d§ .e
dz .
dlog &= zJ do,

und dann bedeutet ¢ den Winkel, welchen das Bogenelement ds
mit der Hauptaxe bildet, und fd(p die ganze Zunahme, die die-
ser Winkel erfihrt, wihrend z von dem Puncte z, anfangend die
ganze Begrenzung von 7' durchliuft. Da die letztere eine ge-
schlossene Linie ist, die einen ununterbrochenen Zug bildet, so
muss sie eine gewisse Apzahl von Umliufen entweder in der
Richtung der wachsenden Winkel oder in der entgegengesetzten
Richtung machen; jeder Umlauf in der -ersteren Richtung ver-
grossert den Winkel @ um 27, jeder Umlauf in der entgegenge-
setzten Richtung verkleinert ihn um ebenso viel. Bezeichnet man
daher mit U die positive oder negative ganze Zall, welche ent-
steht, wenn man die Anzahl der Umliufe in der Richtung der
abnehmenden Winkel subtrahirt von der Anzahl der Umlaufe in
der Richtung der wachsenden Winkel, so ist
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R qu)=2n:l/

und daher
* dz .
Jdlog$=2naﬂ.

Die Umlaufe sind dabei stets in positiver Begrenzungsrichtung

auszufithren. Wir wollen diese positive oder negative Zahl U der

Kirze wegen die Anzahl der positiven Umlaufe nennen.
Was endlich das zweite Integral der Gleichung (55), némlich

fdlog%

anbetriflt, so kann leicht gezeigt werden, dass es verschwindet.

Die Gréssen ds und de sind namlich reell, folglich ist auch %

. . . dz .
reell, und zwar ist diese Grosse der Modul von T Wie aus der

Gleichung (54) leicht hervorgeht; demnach bildet log Z—; den re-

ellen Theil von log z—; Nun erhalt log % am Ende des Umlaufs

denselben Werth wie am Anfange, und da diese Grosse ausser-
dem wibrend des Umlaufs nicht unendlich gross werden kann,

so ist
fd log g% =0.

Setzt man nun die gefundenen Werthe fir die drei Integrale in
(55) ein, so erhilt man

dz .
] fdlogaz=2m U—1)
und dann durch Vergleichung mit (53)
g=U—1.
Demnach ergibt sich der Satz, den wir fir einen speciellen Fall
schon in § 13 bestitigt fanden: Die Anzahl der einfachen
Verzweigungspuncte, welche innerhalb einer endlich
begrenzten und einfach zusammenhingenden Flache
T liegen, ist um Eins kleiner als die Anzahl der po-
sitiven Umlaufe, welche die Begrenzung von 7 macht.

Dabei ist diese Anzahl der positiven Umlaufe in dem Sinne zu
nehmen, wie es oben angegeben wurde.
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$ 59. .o

Der Begrenzung von 7 war im Vorigen weiter keine Be-
schriankung auferlegt worden als die, dass die von ihr begrenzte
Flache einfach zusammenhiingend sei und sich nicht ins Unend-
liche erstrecke. Wir kénnen daher die gefundenen Resultate so-
gleich auf eine endliche Fliche 7" anwenden, die durch Hinzu-
fiigung von Querschnitten aus einer mehrfach zusammenhéngen-
den Fliche 7 entstanden und einfach zusammenhingend gewor-
den ist. Diese Verwandlung lasst die Verzweigungspuncte unge-
indert. Dic Begrenzung von 7" besteht dann aus der Begren-
zung von 7 und den doppelt durchlaufenen Querschnitten. Wir
bezeichnen die Anzahl der letzteren durch ¢. Bedeutet nun U7
die Anzahl der positiven Umliufe, welche die Begrenzung von 7"
macht, so ist

U=g+ 1.
Nach Gleichung (56) aber ist auch

fd log % — 2 U,

also haben wir, wenn dies Integral jetzt aul die Begrenzung von
T’ ausgedehnt wird,

fdlog%:%n’(g + 1)

Nun kann man dies Integral auch durch die Anzahl ¢ der Quer-
schnitte und die Anzahl der positiven Umlaufe U, welche die Be-
grenzung von T macht, ausdricken. Da es namlich auch gleich

zfd¢ A .
ist, so haben wir nur zuzusehn, um wie viel der Winkel ¢, den
das Bogenelement ds mit der Hauptaxe macht, im Ganzelm zu-
nimmt, wihrend die Begrenzung von 77, d. h. also die Begren-
zung von T und die Querschnitte, die letzteren doppelt, durch-
laufen werden. Da die Begrenzung von 7' U positive Umlaufe
macht, so liasst diese den Winkel @ um 2x U zunehmen. Be-
trachten wir nun die Querschnitte. An jedem Endpuncte eines
Querschnitts, gleichviel ob derselbe in einen Begrenzungstheil
von T oder in einen anderen Querschnitt mindet, erfahrt die
Begrenzungsrichtung von 7’ eine plotzliche Aenderung. Sei «
der Winkel, um welchen sich die Richtung andere (Fig. 61). (Es

(57)
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kann allerdings auch der Fall eintreten, dass der Qaerschnitt ohne
plotzliche Richtungsinderung in einen anderen Begrenzungstheil
ubergeht; dieser Fall ordnet sich aber dem Vorigen unter, indem
dann @==0 anzunehmen ist.) Der Winkel @ nimmt also an dieser
Stelle plotzlich um &« zu. Beim Durchlaufen der Begrenzung von
7" kommt man nun aber, da die Querschnitte zwei Mal durchlaufen
werden miissen, noch einmal an diese Stelle zuriick, und zwar
wird dann der Querschnitt in entgegen- Fig. 61.

gesetzter, der anstossende Begrenzungs-
theil aber in der namlichen Richtung
durcblaufen. Daraus folgt, dass die Be-
grenzungsrichtung jetzt eine plotzliche
Aenderung erfahrt, die gleich dem Win-
kel # — & ist. Demnach nimmt ¢ aufs Neue um = — e« zu.
An jedem Endpuncte eines Querschnitts erfahrt also @ einen Zu-
wachs gleich & 4+ n— & oder gleich n. Bei jedem Querschnitte
kommen aber beide Endpuncte in Betracht, auch dann, wenn
der Querschnitt eine geschlossene Linie ist, weil auch in diesem
Falle Anfangs- und Endpunct als auf verschiedenen Seiten der
anstossenden Begrenzungslinie liegend zu Dbetrachten sind; daher
gicbt jeder Querschnitt dem Winkel ¢ einen Zuwachs =— 2m.
Ist nun die Anzahl der Querschnitte gleich ¢, die Anzahl der po-
sitiven Umlaufe, welche die Begrenzung von 7' macht, gleich U,
so wird ) :

fd«p=2nw+q)- .
und daher das auf die Begrenzung von 7’ erstreckte Integral
fdlog%:=2m‘(0+q).

Dies Resultat, mit der Gleichung (57) verglichen, ergiebt die Be-
ziehung

: 9+1=U+¢

zwischen der Anzahl der positiven Umlaufe, U, welche die Be-
grenzung einer beliebigen endlichen Flache 7 macht, der Anzahl
der Querschnitle, ¢, welche 7' in eine -einfach zusammenhiangende
verwandeln und der Anzahl der einfachen Verzweigungspuncte,
g, die innerhalb T' liegen.

Besteht die Fliche 7 z. B. aus einem Blatte, so ist g=0;
wird sie ferner begrenzt von einer ausseren Linie und n kleinen
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Kreisen, die von der ersteren umschlossen werden, so macht bei
positiver Begrenzumgsrichtung jene einen Umlauf in der Richtung
der wachsenden Winkel, jeder der kleinen Kreise einen Umlauf
in entgegengesetzter Richtung, folglich ist
U=1—n,
und man erhalt
=1—n+q oder ¢g=n;

die Anzabl der Querschnitte ist gleich der ‘Anzahl der innmeren

Kreise. )
' Wihlen wir ferner zur Ver-
gleichung die in § 52. 3) be-
nutzte und durch Fig. 55 dar-
gestellte Fliche, welehe aus zwei
Blattern besteht, zwei Verzwei-
gungspuncte hat, und in jedem
Blatte durch eine geschlossene
Linie begrenzt ist, so muss jede
der letzteren bei positiver Be-
grenzungsrichtung in der Rich-
tung der wachsenden - Winkel
. durchlaufen werden, daher ist
U= 2; ausserdem ist g —= 2,
und folglich ergiebt sich in Uebereinstimmung mit dem Fruheren

24+1=2+4¢ oder ¢g=1.
Durch die vorige Beziehung, welche auch-

geschrieben werden kann, ist also der Zusammenhang einer Flache
bekanut, so bald die Anzahl ihrer einfachen Verzweigungspuncte
und die Anzahl der posmven Umlaufe ihrer Begrenzung gege-
ben ist.

\

\
i
\
1
i
1
!

/l

§ 60.

Wir wenden uns jetzt zu der Betrachtung einer Fliche 7,
die sich ins Unendliche erstreckt, und nehmen sie dann als ge-
schlossene Fliache an. Hier fallt die Begrenzung fort; statt des-
sen wollen wir annehmen, dass die Anzahl der Blatter, aus denen
die Flache besteht, bekannt sei, und diese Anzahl mit n bezeich-
nen. Denken wir nun wieder diese Fliche durch Querschnitlte
in eine einfach zusammenhangende 7 zerschnitten, so gilt in
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diesem Falle die Gleichung (5?;) § 58 nicht mehr, denn da jetzt

z und also auch ‘% unendlich gross wird, so ist das Integral

f d log bezogen aul die Begrenzung von 7’ nach dem
Satze 21) § 35 glewh der Differenz aus der Anzahl der Wurzeln
der Gleichung Zi}; = (0 und der Anzahl der Wurzeln der Glex-

chung :—; ==o0o. Da nun die w-Fliche ein einfacher Kreis ist,
so bleibt  fiir alle Werthe von 2z endlich, und z hat als Func-
tion von w betrachtet keine Verzweigungspuncte. Daher ist é—l:

fir alle endlichen Werthe von z, die keine Verzweigungspuncte
sind, weder Null noch Unendlich und wird fir 2 = oo unend-

lich gross. In den endlichen Verzweigungspuncten ist gf—b =0

und zwar in jedem so viele Male, als einfache Verzweigungspuncte
in ihm vereinigt sind. Ist daher keiner der unendlich entfernten
Puncte der z-Fliche zugleich Verzweigungspunct, so ist wieder
die Anzahl der Verzweigungspuncte gleich der Anzahl der Wur-
zeln von:—:) = (, und diese moége wie oben mit g bezeichnet
werden. Die Variable z wird in jedem der n Blitter der z-

Fliche unendlich gross, also » Mal. Aber da, wo z von der
ersten Ordoung unendlich gross ist, wird (nach § 29) :Tzo von der
zweiten Ordnung unendlich gross, wenn wie hier das entspre-
chende 2 endlich ist, daher wird '—;—:; in 27 Puncten unendlich
gross von der ersten Ordnung. Die Anzahl der Wurzeln der
Gleichung ‘;—zw == oo ist also 27, die der Gleichung g'% = ( war
¢, also hat man (nach (21) § 35)
fdlogjiw=2z;(g-—2n).

Wenn dagegen der Punct z=oo als Verzweigungspunct auf-
tritt, und = Blatter in ihm zusammenhingen, so ist an dieser

Stelle Z—:; (nach dem Satze (31) § 39, indem man g =1 zu

setzen hat) (m + 1) Mal unendlich gross. Ausserdem kommt der

Punct z = oo noch in n —m nicht zusammenhangenden Blat-
Durége, Funct, compl, Var, 15
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tern vor, und in diesen wird %wz— daher (2n — 2m) Mal unendlich
gross. Demnach ist im Ganzen die Anzahl der Wurzeln der
Gleichung % = oo gleich m 41 4+ 2n — 2m oder gleich
2n—m + 1. Bedeutet ¢ wieder die Anzahl der Wurzeln der
Gleichung % =0, so ist jetzt

fdlog—-_-2m( —2n + m—1).

Nun ist ¢ nur die Anzahl der endlichen Verzweigungspuncte;

zu diesen kommen noch m — 1 einfache Verzweigungspuncte

hinzu, welche in dem Puncte z = oo vereinigt sind. Bezeichnet

also g’ die Anzahl aller einfachen Verzweigungspuncte, so ist
§=g+m—1

und daher wieder

fdlogj—: = 2mi (¢ —2n).
Ganz dasselbe Resultat ergiebt sich, wenn mehrere der unendlich
entfernten Puncte als Verzweigungspuncte auftreten. Demnach
ist in allen Fallen, wenn g die Anzahl aller einfachen Verzwei-
gungspuncte, und n die Anzahl der Blitter der z-Fliche bedeutet,

(58) : fd log%=2m’ (g — 2n).

Nun kann man dies Integral in ahnlicher Weise wie in § 58
behandeln. Auf die Begrenzung von 7’ oder von S ausgedehnt
hat man, wenn die namlichen Bezeichnungen wie dort angewen-
det werden, nach (55)

(59) fdlogd _—fdlogds+ dlogd fdlogd ,

und darin ist wieder

fdlog';—; fdlog———2m,

das erste Integral aber erhalt einen andern Werth. Da namlich
die Fliche 7 im Unendlichen geschlossen ist, so ist der erste
Querschnitt jedenfalls eine geschlossene Linie, von dieser geht
der zweite aus. Wenn man nun wieder

fdlog;%.z i fd(p .
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setzt, so erbalt, wie im vorigen § der Winkel ¢ an jeder Stelle,
wo ein Querschnitt in einen fritheren einmiindet, den Zuwachs
7, und da dies sowobl beim Anfangs- wie beim Endpuncte des
Qnersclenittes stattfindet, so liefert jeder Querschnitt den Zuwachs
2x. Davon macht aber der erste Querschnitt eine Ausnahme,
weil dieser nicht in eine frithere Begrenzungslinie einmindet,
sondern im Begrenzungspuncte anfingt und endigt. Ist daher ¢
die Anzahl der Querschnitte, so ist die Zunahme, welche @ beim
Umlaufe um die Begrenzung von 7 an den Stellen erfahrt, wo
die Querschnitte an einander anstossen, gleich

27 (¢—1);
die Umliufe um die Querschnitte selbst dagegen heben sich alle

auf, da jeder Querschnitt zwei Mal in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen wird. Demnach ist

dz .
fdlog % = 27 (¢ —1).
Die Gleichung (59) liefert also p

_de - .

fdlogd—:’ = 2mi (g —2),

und durch Vergleichung mit (58) erhalt man
g—2n=¢g-—2oder g=9g—2 (n—1),

und diese Gleichung giebt an, wieviel Querschnitte erforderlich
sind, um eine geschlossene Flache, die aus n Blattern besteht
und g Verzweigungspuncte besitzt, in eine einfach zusammen-:
hingende zu verwandeln.

Besteht z. B. die Fliche nur aus 2 Blittern, d. h. ist n==2,

so folgt
g9=9—2,

dann ist also die Anzahl der Querschuitte immer um 2 kleiner
als die Anzahl der Verzweigungspuucte, was in friheren Beispie-
len (§ 48) seine Beslitigung findet. Sind nur zwei Verzweigungs-
puncte vorhanden, ist also g =2, so wird ¢ == 0, d. h. die Fliche
ist einfach zusammenhingend (§ 46. 2)). Ein negativ Werden
von ¢ wiirde darauf hindeuten, dass die Fliche nicht mebr zu-
sammenhéingt, sondern aus getrennten Theilen besteht. Eine.zu-
sammenhangende Fliche mit zwei Blittern muss daher mindestens
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gwei Verzweigungspuncte haben. lm Allgemeinen muss eine aus
n Blittern bestehende Fliche, wenn sie zusammenhingend sein
soll, mindestens 2(n—1) einfache Verzweigungspuncte besitzen,
und wenn sie gerade so viele hat, so ist sie einfach zusammen-
hingend. Der einfachste Fall hierfir wire der, dass 2 Win-
dungspuncte (n—1)ter Ordnung vorhanden sind.

Berichtigungen.

8.4 Z 1 lies ,,bei‘ statt ,,dei®
8.45, , 5. lies ,,um den Nullpunct® statt ,,aus dem Nullpuncte*
8.73. ,, 2.v.u.in den Grenzen der Integrale lies x, und z; statt

xh und x*.
8. 108, ,, 7. in der oberen Grenze des ersten Integrals lies 2=
statt 2.
8. 185. 4, 6.v.u, lies ,80 ist‘‘ statt ,iso st<,
8. 167, ,, 11. lies ,,ununterbrochenen‘ statt ,jununterbrochenem<,
8. 180. ,, 9. lies ,,von Vielfachen des Periodicititsmoduls*‘ statt

»von den Periodicitdtsmoduln®,

8, 184. ,, 9.v.u.in den Grenzen der Integrale lies 4- 1 und — 1 statt
-+ und —,

8. 185. ,,14.v.u. lies w, — 2% statt w,_,,.

8. 205. ,, 5.w%.u. lies ,,zusammenhéngenden‘‘ st. ,,zusamenhingenden‘.
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